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I. 

Die Berichte über Menelaos. 



1. Platarch (Zeitgenosse des Trajan) „de fade in orhe Itmae" cap. 17 
(Plutarchi moralia, ed. Bernardakis V, p. 429). 

Hier läfst der Verfasser eine der Personen der in Dialogfonn gehaltenen 
Abhandlung sich mit folgenden Worten an einen anwesenden Menelaos, in 
dem er den Mathematiker erkennt, wenden: „Ich schäme mich fast, lieber 
Menelaos, in deiner Gegemcart eine mathematische Thesis, die als Basis 
für die katoptrischen Untersuchungen gilt, hervoreuJiehen . . 

2. Ptolemaios (thatig ca. 125 — 151 n. Chr.), Sgntaxis YH, cap. 3 
(ed. Halma Et, p. 25 u. 27). 

Hier werden zwei Observationen mitgeteilt, die „der Geometer Me- 
nelaos“ im ersten Regierungsjahr des Trajan in Rom gemacht hat.^) 

3. PappOS (3. Jahrh. n. Chr.) avvaycay^ (collectiones): 

a) IV, 36 (ed. Hultsch, p. 270): „Voti den Kurven, die Demetrios 
von Alexandria und Philon von Tyana untersuchten, tmd die manche merh- 
trürdige Eigenschaften haben, ist eine von Menelaos besonders hervorgehoben 
und zwar die, die er 'jtopadojos’ nannte."^) 

b) VI, 1 (ed. Hultsch, p. 476): Eine Figur, die von drei gröfsten 
Kreisbogen umschlossen ist, nennt Menelaos in der Sphärih „TptTtljvpov“. — 
An derselben Stelle beweist Pappos vier Sätze über sphärische Dreiecke, 
die wir in Menelaos’ Sphärik wiederfinden. 

c) VI, 55 (ed. Hultsch, p. 602): Über die Untergänge der Tierkreis- 
zeichen hat „Menelaos der Alexandriner“ eine Abhandlung {ngaygartltt) * 
geschrieben.*) — Diese Stelle gehört ziun Kommentar zu Euklids (faivo- 
(uva, wo ähnliche Probleme behandelt sind. 



1) Dieser Bericht wird in der späteren astronomischen Idtteratur immer 
wieder reproduziert, zuerst in Proklos’ inorvnaaii. 

2) Vgl. Chasles, Äper{ue historigue, p. 23. 

3) Die Übersetzung von Hultsch „nqaygarüa = commentarium“ ist nicht 
als Kommentar im modernen S inn dieses Wortes zu verstehen. 

1 * 
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4. Theon von Alexandria (ca. 365 n. Chr.) in den Kmnmentaren 
zu Ptolemaios’ Synfaxis-. 

a) zu I, cap. 10 (ed. Halma, p. 110) sagt Theon bei der Erwähnung 
der Sehnentafel des Ptolemaios: „Von Hipparch wurde nun auch eine 
Abhandlung in 12 Büchern über die Geraden im Kreise verfaßt, ferner auch 
von Menelaos eine in (I Büchern.“ 

b) zu II, cap. 7 (ed. Halma, p. 266). Zur Bestätigung der Kongruenz 
zweier sphärischer Dreiecke fügt Theon hinzu: „so wie es Menelaos in 
der Sphärik beweist“. 

c) zu VI, cap. 11 (Baselerausgabe, p. 342 — 43) sagt Theon: ,J>ie von 
Ptolemaios hier vorgeführte Theorie läfst sich besser erörtern, wenn erst 
zwei Theoreme der Sphärik bewiesen werden.“ Danach referiert Theon zwei 
Kongruenzsätze sphärischer Dreiecke mit Beweis. Er schliefst mit den 
Worten: ,J)ies bewies also Menelaos im ersten Buche der Sphärik.“ 

6. Proklos (ca. 410 — 485 n. Chr.) im Kommentar zum ersten Buche 
der Euklidischen Elemente (ed. Friedlein, p. 345) bemerkt zu Euklid I, 25: 
,J>ie Beweise dieses Satzes, die die anderen besorgt haben, wollen teir kurz 
berichten, und zwar zuerst den, welchen Menelaos der Alexandriner erfand 
und mitteiltc.“ Nun folgt der neue Beweis von Menelaos, danach ein 
anderer von Heron dem Mechaniker. 

Weitere Berichte aus griechischen (oder römischen) Quellen habe ich 
nicht finden können. ') Aus den zitierten geht aber schon folgendes hervor: 

Menelaos, aus Alexandria gebürtig, war in Renn zur Zeit des Regie- 
rungsantritls des Kaisers Trajan (25. Jan. 98 n. Chr.) mit astronomischen 
Beobachtungen, und zwar mit solchen, die zunächst zum Gebrauch eines Fix- 
sternkatälogs zuträglich waren, beschäftigt (man schliefst so wegen der An- 
wendung in Ptolemaios’ Sgntaxis ). — Menelaos’ Zeitgenosse, der berühmte 
Schriftsteller Plutarch, kennt und schätzt einen Menelaos als tüchtigen 
Mathematiker. — Menelaos ist Verfasser einer Sphärik in mindestens zwei 
Büchern (nach der arabischen Überlieferung wahrscheinlich drei). In diesem 
Werk hat er dem sphärischen Brdeck den Namen TQlnlLsvQov gegeben, welcher 
*Namc später von den Griechen allgemein verwendet tcurde (vgl. unten Kap. 
4, a u. c). Im ersten Buche der Sphärik standen verschiedene Fälle von 
Kongruenz solcher Dreiecke. — Menelaos hat ferner wahrscheinlich eine 
Sehnenberechnung in 0 Büchern verfaßt, sowie eine Abhandlung über TJnter- 

1) Theon von Smyrna (ZeitgonOBse des Menelaos) erwähnt ihn nicht; 
Nikomachos auch nicht. Spätere Verfasser wie Jamblichos (in dessen leider 
verlorener Sphärik man zunächst Berichte über Menelaos hätte erwarten können), 
I’orphyrios, Eutokios und Diophant auch nicht. 
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Hätu/c der Zeichen des 'Tierkreises. Er hat einen neuen Beweis Euklid I, il5 
irgendwo ccroffeiiUicht und einer transeendenten Kurve, die er „die wunder- 
bare“ nannte, seine besondere Aufmerksamkeit gewidmet. 



Es giebt andere Berichte über Menelaos, nämlich die von den Arabern 
herrührenden, die jedoch mit gewisser Vorsicht aut'zunehmen sind. 

AuTser den Mitteilungen über die Sphärik und den Text derselben, 
denen wir ein eigenes Kapitel widmen wollen, sind es die folgenden: 

1. Nach mehreren arabischen Encyklopädien^) hat Menelaos ein me- 
chanisches Werk verfafst, das ins Arabische übersetzt wurde. Über den 
Titel desselben gehen die Quellen auseinander. 

So befindet sich nach Casiri*) im Escorial eine Handschrift (Cod. 
Escur. 905), wo (fol. 360) Menelaos gelobt wird. Es wird da gesagt: 
,Beine Werke kamen erst in syrischer, dann in arabischer Übersetzung heraus. 
Er schrieb das Buch über .sphärische Figuren und: 'Uber de quantitate 
et distinctione corporum mixtorum’.“ 

Dagegen heifst ein im Cod. Escur. 955 in arabischer Übereetzung ent- 
haltenes Werk: „Menelai ad Timotheum Regem Liber de Statica, uhi 
de Corporum mistorum quantitate et ponderc.“ 

Letzteren Titel nimmt Steinschneider als richtig an.*) Einen dritten 
hat Wenrich,*) pämlich: „De cognitione quantitatis discretae cor- 
porum permixtorum.“ Dieser Titel ist nach Suters Ansicht der richtige, 
weil El-Chazini (ca. 1100) in einer Abhandlung über die spezifischen Ge- 
wichte einfacher und zusammengesetzter Körper Archimedes und Mene- 
laos als Gelehrte nennt, die sich mit dieser Frage beschäftigt haben.*) 

2. In Kitab-el-FUaist wird Menelaos als Verfasser zu „Elemente der 
Geometrie“, redigiert von Täbit ihn Korrah in 3 Traktaten, genannt.*) 

1) Es sind dies: Kitab-al-Fihrist von Abul Farag Muh. b. Ishaq (el Na- 
dim); Tarich el hokama von Ihn el Kifti und Lexicon bihliogr. et encycl. von 
Haji-Khalfa, ed. Flügel, Leipzig 1885 — 58. — Das' Mathematikerverzeichnis 
im Fihrist ist von H. Suter ediert, Zeitschr. f. Math. u. Physik 87, Supplement. 

2) Casiri, Jiibl. Arabico - Hispan. Escuriaknsis I — U, Codices Math. I, 
p. 339 ff. 

3) Steinschneider, Arab. tfbers. § 112. 

4) Wenrich, de auct. Graec. verss. Syriac. Arab. p. 211. 

5) Suter, 1. c. p. 226. In Suters Übersetzung von Fihrist heifst der Titel: 
„Über die Kenntnisse der Griifse und Einteilung der cerschiedenen Körper, verfafst 
im Auftrag des Kaisers Domitian“. Dafs mit Köqier nicht Himmelskörper ge- 
meint sind, wie Suter damals vermutete, ist später klar gelegt worden, t'ber den 
Namen „Domitian“ thut man nach Steinschneider am besten zweifeln. 
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3. Dieselbe Bibliographie schreibt dem Mcnelaos ein „Buch der 
Dreiecke“ zu, von welchem nur ein kleiner Teil ins Arabische übersetzt 
worden ist. 

Man mui's also annehmen, dafs ein bisher ganz unbekanntes mecha- 
nisches Werk von Menelaos, und zwar ein hydrostatisches im Cod. Escur. 955 
in arabischer Übersetzung vorliegt. Es scheint uns dies nicht mit den 
übrigen Leistungen unseres Verfassers zu stimmen. Die griechischen Astro- 
nomen schrieben jedoch oft mechanische Werke, Hipparch z. B. töv 

iia ßa^ovg xdieo ipepofievcov.“^) 

Über den Titel; „Elenienie der Geometrie“ schreibt Steinschneider: 
,J>ieses sonst unbekannte, verdächtige Buch ist von Kifti weggclassen, und 
Chwolson erwähnt es in seinem Verzeichnisse von Thabits Schriften gar 
nicht.“ — Es würde aber mit der oben zitierten bisher unbeachteten Notiz 
von Proklos durchaus passen, dafs Menelaos ein solches Werk verfafst hat.*) 

Ob Menelaos vielleicht in diesem Buch oder in einem „Buch der 
Dreiecke“ Reihen von Dreiecksätzen in der Ebene, die wir in Euklid nicht 
linden, den von ihm auf der Kugel bewiesenen analog, wie z. B. die voll- 
ständige Kongruenztheorie, gesammelt hat, lassen wir dahingestellt. 

4. Im „Uber triuni fratnim“ (ed. Curtze, p. 150)*) wird dem Menelaos 
„in seiner Geometrie“ eine Würfelverdoppelung zugeschrieben, und zwar die- 
selbe, die man nach Eutokios allgemein dem Archytas von Tarent beilegt. 

Der Erfinder dieser Würfelverdoppelung war jedenfalls Archytas; 
denn Eutokios^) sagt ausdrücklich: „'if ’Aqxvtov eÜQtjoig, mg Eiörjuog 
iaiOQti^\ und Eudemos, unsere beste Quelle, was die griechische Mathe- 
matik betrifft, lebte ca. 400 Jahre vor Menelaos. 

Ob Archytas’ Beweis vielleicht später in demselben Werke, in welchem 
Menelaos (nach Pappos’ Bericht) die paradoxale Kurve behandelte, auf- 
genommen wurde, müssen wir dahinstellen. Archytas’ Verfahren besteht 
in der Bestimmung des Schnittpunktes einer Kegelfläche mit einer cylindri- 
schen Raumkurve (der sogen. Tore). Die paradoxale Kurve des Menelaos 
ist nach einer Hypothese von Tannery*) dieselbe wie die Kurve des 

1) Simplikios, de coelo I, p. 61 B. 

2) Nachträglich erfahre ich, dafs Gino Loria in seinem Buch: Le scienze 
esatte nett’ antica Grecia ni, p. 60 den Bericht des Proklos zitiert. 

3) „Liber trium fratrum“ rührt von Muhammed, Ahmed und Alhasan, 
Söhnen des Müsä ibn Schäkir, die in der ersten Hälfte des 9. Jahrh. lebten, 
her. Curtzes Ausgabe befindet sich in Nova acta der ksl. Leop. -Carol. 
Deutschen Akad. der Naturforscher 40, Halle 1885. 

4) Archimedis opera omnia, ed. Heiberg III, p. 98 ff. 

6) Vgl. Tannery, Notes pour Vhistoire des courbes et des surfaces dans 
l’antiquite. Bullet, des Sciences math. et astr. Tome VH — VIU. 
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Viviani, d. h. die Kurve von doppelter Kinlmmung, die durch Schnitt einer 
Cylinderflftche mit einer Kugel entsteht. Angenommen, dafs Tannerys Hy- 
pothese richtig ist, so würden wir uns allerdings leicht vorstellen können, 
dafs Menelaos den Beweis des Archytas reproduziert hat.*) 

Auch über die astronomische Thätigkeit des Menelaos finden wir Auf- 
schlüsse bei den Arabern. Die in Frage kommenden Kachrichten habe ich 
anderswo (Bibi. math. 1901, p. 196 ff.) zusammengestellt. Die Resultate dieser 
Untersuchung werde ich hier kurz wiederholen: 

1. Al-Battani ca. 928) stützt seine Bestimmung der Präcession 
der Nachtgleichen (vgl. Albategnius, De numeris et motu stellarum fijea- 
rum, transl. a Platane Tiburtino, Bononiae 1645, p. 201 — 202) auf drei 
Observationen, die er dem Menelaos zuschreibt. Die eine dieser Observa- 
tionen hat er der Syntaxis entnommen, wie er anch selbst sagt. 

Für die zwei anderen scheint er sich auf ein Werk von Menelaos 
selbst zu stützen. Wenigstens geht es ans den Zahlen werten dieser zwei 
Längenbestimmungen hervor, dafs dieselben kaum mit Hilfe der Syntaxis 
des Ptolemaios von Al-Battani unterschoben sein können. Dann werden 
wir aber gezwungen anzunehmen, dafs Al-Battani in der That authen- 
tische von der Syntaxis unabhängige Berichte über Fixstembestinunnngen des 
Menelaos besafs. 

Es scheint zunächst, dafs Ptolemaios und Al-Battani aus den ihnen 
zur Verfügung stehenden Menelaischen Bestimmungen nur einzelne für ihre 
Pr&cessionsberechnnng besonders geeignete herausgegriffen haben. Die vier 
überlieferten Bestimmungen (Sirius, Regulus, Spica und ß Scorpii) lassen 
uns auch annehmen, dafs Menelaos’ Fixsternbestimmungen eine beträcht- 
liche Anzahl ausgemacht haben. Dagegen scheinen sie nicht besonders gut 
gewesen zu sein, indem die Längen im allgemeinen ca. 1** zu klein geworden 
sind. Die Ursache ist wahrscheinlich ein Irrtum in Bezug auf den Unter- 
schied des siderischen und des tropischen Jahres. 

Die fehlerhafte Präcessionsberechnung in Ptolemaios’ Syntaxis ist 
wahrscheinlich eine Folge dieses Irrtums, die auch die Präcession des Al- 
Battani beeinflulst haben dürfte, obwohl natürlich in minderem Umfang. 

Bemerkenswert ist, dafs Al-Battani offenbar viel mehr Vertrauen zu 
Menelaos’ Bestimmungen hatte als zu denen des Ptolemaios. Da die 

1) Nach Curtze, 1. c. p. 158 wird im Uber trium fratrum auch die Archi- 
medische Berechnung der Kugel-Oberfläche und -Volumen der „Geometri&‘ des Me- 
nelaos zugeschrieben. Dies beruht aber lediglich auf einer unrichtigen Text- 
korrektnr; vgl. meinen Aufsatz in Bibi. math. 1902, Über zwei math. Hss. aus 
dem 14. Jahrh. 
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von Ptolemaios angenommene Präcession nach Al-Battani falsch war, 
und man nach dem Inhalt von Ptolemaios’ 7. Buch annehmen mulste, 
dafs sein Fixsternverzoichuis nicht ein Ergebnis eigener Beobachtungen, 
sondex'n eine Kompilation aus den Arbeiten seiner Vorgänger war, so war 
es notwendig, einen dieser Vorgänger als den eigentlichen Beobachter zu 
betrachten, und dementsprechend die Längen im Ptolemaios zu korrigieren. 
Al-Battanis Bericht zeigt uns, dafs man damals den Menelaos als diesen 
wahren Beobachter betrachtete. Noch bestimmter entschied sich ein Nach- 
folger des Al-Battani für Menelaos, nämlich: 

2. Abul-Hosein Ahdalrahman Al-Siifi (f 986). Er berichtet in 
Heiner „Abhandlum/ über die Fixsterne mit Figuren“ (ediert von Schjellerup 
St. Petersburg 1874, p. 42), dafs Ptolemaios sein Fixsternverzeichnis durch 
Addition von 25 Minuten zu den Längenbestiramimgen des Menelaos her- 
stellte, und zwar bei allen in seinem Katalog aufgenommenen Sternen. Es 
stimmt dies allerdings mit den Angaben in der Sgntaxis in Bezug auf die 
zwei in diesem Werke referierten Beobachtungen des Menelaos. Es stimmt 
aber keineswegs für die zwei von Al-Battani dem Menelaos zugeschriebenen 
Längenbestimmungen, von denen die eine um 40', die andere um 20' von 
den Längen in Ptolemaios’ Katalog ab weicht. 

Durch die Behauptung aber, dafs Menelaos ein grofses Fixstemver- 
zeichnis verfafst hat, erreicht Al-Süfi, den Katalog des Ptolemaios als 
einen für eine bestimmte Zeit gültigen verwenden zu können. Dementspre- 
chend hat er auch mit Hülfe der Präcession des Al-Battani die Längen 
im Ptolemaios, nachdem er dieselben zuerst auf die Zeit des Menelaos 
zurückgeführt hat, zur Hei'stellung seines eigenen Fixstenikatalogs benützen 
können. 

Aus diesen Gründen können wir dem Bericht des Al-Süfi keinen 
Glauben schenken, sondem müssen ihn als eine aufgebauschte InterjDretation 
betrachten, die Al-Süfi braucht«, um sein eigenes Verfahren nicht in Mifs- 
kredit zu bringen. 

Al-Süfis Werk wiu-de um das Jahr 1256 ins Kastilianische unter 
dem Titel „Abolfazen (oder Albohazen)'. Libro de las estrellas“ übersetzt, 
und der Bericht über Menelaos’ grofses Fixstern Verzeichnis wurde bis auf 
Copernicus und Tycbo Brahe als authentisch betrachtet (vgl. die oben 
erwähnte Abhandlung in Bibi. Math. 1901, p. 196 ff.). 

3. Haji-Khalfa (ed. Flügel III, p. 471) notiert in seinem Werkver- 
zeichnis: „öbsenationes astronomicae a Menelao anno 854 (d. h. 107 n. Chr.) 
factae.“ 

Die vorhergehende Zusammenstellung der uns überlieferten Berichte über 
Menelaos zeigt, dafs seine Verfasserwirksamkeit wenigstens folgendes umfafst: 
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1. Sphärik (3 Bücher). 

2. Über die Geraden im Kreise (6 Bücher). 

3. Hydrostatik. 

4. Abhandlung über die Untergänge der Tierkreiszeichen. 

5. XUemente der Geometrie (3 Bücher?). 

- 6. Irgend eine Publikation über transoendente Kurven. 

7. Eine Reihe von Fixstembestimmungen. 

8. Buch der Dreiecke? 



II. 

Die Überlieferung der Sphärik. 

Der griechische Text der Sphärik ist wie gesagt verloren, und unsere 
Kenntnisse derselben verdanken wir also lediglich den arabischen oder den 
nach denselben gemachten hebräischen und lateinischen Übersetzungen. Weil 
aber die .\raber nach ihrer Gewohnheit das von ihnen hoch geschätzte Werk 
immer neu revidierten, ist die Überlieferungsgcschichte eine ziemlich ver- 
wickelte geworden. 

Zu meinen Untersuchungen stand mir zuerst nur die Druckausgabe 
von Halley zur Verfügung,*) Ich fühlte aber bald, dals ich nach einer 
ganz unsicheren Grundlage arbeitete. In einem Beweis wurde nach dieser 
Ausgabe die Sinusversus-, in Corollaren die Tangensfunktion gebraucht. 
Die Griechen hatten aber, wie bekannt, keine Kenntnis dieser Funktionen. 
Überhaupt kam mir vieles in den Beweismethoden ungricchisch vor. Aufser- 
dem war es mir überhaupt unmöglich, Halleys Zusätze von dem Text der 
Sphärik zu unterscheiden. 

Es gelang mir dann, die Maurolycusausgabe*) zur Hand zu be- 
kommen. Dieselbe war jedoch ganz unanwendbar. In der Vorrede sagt der 
Herausgeber selbst, dafs er ,^icht möglichst viele, sondern passendef' Theoreme 
von ihm selbst hinzufügen würde. Die letzte Hälfte des dritten Buches 

1) Menelai Sphaerieorum UM UI, quoa oUm, collatis MS8, Hebraeis et 
Arabicis Typis exprimendos curavit Vir. CI. Ed. Hallei ns; Praelätionera addidit 
G. Costard, Oxonii 1758, 

2) Theodosii Sphaerieorum elementorum Ubri III ex trad. Maurolyci 
Messanenais Mathemathici; Menelai Sphaerieorum Ubri III ex trad. ciuadem; 
Maurolyci Sphaerieorum Ubri II etc. Measanae 1658. 
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hat er nicht mitgenommen, weil er sie für eine genauere Erörterung in 
seiner eigenen Sphärik zurückhalten wollte. 

Es wurde mir klar, dafs ich zu den Handschriften Zuflucht nehmen 
mufste, und zwar zu den lateinischen, weil ich die arabischen so wenig wie 
die hebräischen lesen konnte. 



Nun steht im Verzeichnisse*) über die von Gerhard von Cremona 
am Schlufs des 12. Jahrhunderts zu Toledo erledigten Übersetzungen aus 
dem Arabischen: 

„Iwer Milei tractaius III“ 

„Milcus“ ist aber nur eine durch Mifsverständnis des Arabischen hervor- 
gerufene Verdrehung von „Menelaos“. 

Diese älteste lateinische Übersetzung vermutet Steinschneider*) in 
dem oben erwähnten Pariser Codex Nr. 9335 zu finden; denn da befindet 
sich ein „Uber Mileij de figttris spericis“ in 3 Traktaten (Büchern). Einzelne 
andere lateinische Menelaoscodices sind ihm und anderen bekannt, jedoch 
nur dem Namen nach. 



Nach den Katalogen und Handschriftenverzeichnissen nahm ich mir 
vor, das vorliegende Material genauer zu konstatieren, und es gelang mir, 
die Existenz von 17 bis 18 lateinischen Handschriften festzustellen, die nach 
den Titeln alle Menelaos’ Sphärik enthalten. Von 9 dieser Handschriften 
kann ich konstatieren, dafs sie alle Abschriften derselben mittelalterlichen 
lateinischen Übersetzung sind, indem ich 5 selbst kollationiert habe, wäh- 
rend mir mein früherer Kollega cand. Raphael Meyer über die 4 anderen, 
die alle in Rom liegen, wertvolle Aufschlüsse gegeben hat. Die 5 von mir 
kollationierten sind: 



1. Cod. Parisinus Arsenalis 1035, 15. Jahrh.*) 

2. Cod. Parisinus 9335 (Bibi, nationale), 14. Jahrh.*) 

3. Cod. S. Marco Venetiar. CI. XI, 90, 14. Jahrh. 

4. Cod. S. Marco Venetiar. CI. XI, 63, 15. Jahrh.*) 

5. Cod. Vindobonensis 5277, ca. 1525.*) 



1) Vgl. Boncompagni, della vita e delle opere di Gherardo Cremo- 
nese, Roma 1851; Wüstenfeld, Die Übersetzungen arabischer Werke in das 
Lateinische, Abh. d. k. Gesellsch. d. Wiss. zu Göttingen 22, u. a. 

2) Zeitschr. f. Math. u. Physik 10, p. 483 ff. 

3) Cated. des manuscrits de la hibX. de l’Arsenal, par M. Martin II, p. 246, 
Paris 1886; vgl. Ledere, 1. c. II, p. 410 u. 492. 

4) Inventaire des manuscrits latins cottservie ä la bibl. nat. sous les numeros 
a823 — 18613, par L. Dölisle, Paris 1863 — 71, p. 28; vgl. oben Steinschneider 
und Ledere. Eine Beschreibung ds. Hs. gebe ich in Bibi. math. 1902. 

5) Bibi, manuscripta ad S. Marc. Venetiarwn digessit J. Valentinelli, 
Venetiis 1871, Codd. mss. lat. IV, p. 218, 249 u. 266; vgl. unten Note 168. 

6) Tabulae codd. mss. praeter Graecos et orientales in Bibi. Balatina-Vindob. 
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Die vier Handschriften, die nach den Aufschlüssen von Hrn. Meyer 
denselben Text enthalten, sind: 

6. Cod. Vaticanus 4571 e Pondo Vaticano. 

7. Cod. Vaticanus 1351 e Pondo Palatino. 

8. Cod. Vaticanus 1261 e Pondo Reginae Sueciae. 

9. Cod. Vaticanus 1268 e Pondo Reginae Sueciae. 

Diese älteste lateinische Qerhardsche Mileusühersetzong habe ich nun 
mit den Druckausgaben verglichen, und zwar mit dem Resultate, dafs der 
Text, den Halley zu seiner Druckausgabe gebraucht hat, von derselben 
arabischen Redaktion stammt, während dagegen der mit Zusätzen ühersäeten 
Maurolycusausgabe eine andere arabische Redaktion zu Grunde lag. 

Zur Basis meiner Untersuchungen habe ich nun hauptsächlich die Ger- 
hardsche Übersetzung gebraucht, oder, was dasselbe ist, die Halleyausgabe 
nach dieser Übersetzung korrigiert. 

Ich bin doch in der glücklichen Lage, Stellen, namentlich im dritten 
Buche, die ein besonderes Interesse haben, mit anderen Redaktionen ver- 
gleichen zu können, indem ich von Hm. Dr. R. Besthorn verschiedene 
wichtige Aufschlüsse über zwei arabische Leidenercodices (399 u. 930) be- 
kommen habe. Überall, wo ich diese Codices erwähne, geschieht es also 
nur durch das freundliche Entgegenkommen Dr. Besthorns. 

Durch seine Aufschlüsse wird es bestätigt, dafs die verschiedenen Mene- 
laosrezensionen wenigstens stellenweise ziemlich viel von einander abweichen. 
Der sogenannte „Satz des Menelaos“ ist z. B. im Cod. Leid. 930 und in 
der Redaktion, die Gerhard und Halley verwendeten, ganz verschieden 
redigiert. 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen über Menelaos und seine 
Sphärik werden wir uns zu dem 3. Buche derselben wenden, welches Buch 
wegen seines trigonometrischen Inhalts von besonderer Wichtigkeit ist, wäh- 
rend wir die zwei anderen Bücher bei Seite lassen. 
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III. 

Menelaos’ drittes Buch und die sphärische 
Trigonometrie. 

a. ilberbllck über nnsere Kenntnisse der g^'iecbiecben Trigonometrie. 

Bevor wir zur Behandlung von Menelaos’ drittem Buch ühergehen, 
wollen wir einige Bemerkungen vorausschicken über die Kenntnis der Trigono- 
metrie der Griechen, die man ohne Kücksicht auf Menelaos’ Sphärik er- 
worben hat. 

Die genauesten Untersuehxmgen über die 'Trigonometrie der Alten 
stammen von Delambre und v. Braunmühl.') Delambres Darstellung 
ist jedoch mit Vorsicht zu benutzen, weil er die alten und die modernen 
Methoden so in einander mengt, dafs man schwer herausbringt, was ihm 
selbst und was den Alten gehört 

Sonst hat man sich meistens mit den Kenntnissen, die sieh Btole- 
maios’ Syntaxis entnehmen lassen, zufrieden gestellt; mit Recht hebt aber 
Tannery*) hervor, dafs man mit Ptolemaios als einziger Quelle ein sehr 
unsicheres Bild von der alten Trigonometrie bekommt, und v. Braunmühl*), 
dafs mr an Menelaos’ drittem Buch eine Quelle besitzen, die bisher nicht 
in der wünschenswerten Weise gewürdigt wurde. 

Ein kühnes Bild der Erfindung und stnfenweisen Entwickelung der 
Trigonometrie ist von Tannery') entworfen. Leider hat er doch Mene- 
laos’ drittes Buch ganz aufser Acht gelassen. Es ist dies um so mehr zu 
bedauern, weU er, mit seiner beneidenswerten Fähigkeit, die geschichtlichen 
Vorgänge auch da zu ahnen, wo die Urkunden fehlen, durch eine genaue 
Untersuchung von Menelaos’ Sphärik mit so gutem Material wäre versehen 
worden, dafs er sicher, die Entwickelungsgeschichte dec 'Trigonometrie vor 
Menelaos ganz klar zu legen, vermocht hätte. 



Da wir in der folgenden Untersuchung öfters auf Ptolemaios’ Syn- 
tnxis hinweisen müssen, werden wir gleich die trigonometrischen Grund- 
formeln, die sich in diesem Werke finden, anführen. 

1) Delambre, Histoire de l’astronomie ancienne 1 — 2; v. Braunmühl, 
Geschichte der Trigonometrie I. 

2) Tannery, Vastronomie ancienne, p. 305, 

3) V. Braunmühl, 1. c. I, p. 15. 4) Tannery, 1. c. p. 67 — 68. 
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Zur Berechnung der Sehnentafel dienen folgende Sätze aus der Trigono- 
metrie der Ebene, die wir in die uns geläufige Formelsprache übertragen 
haben*): 

1. erd. X = erd. (360® x) entspricht unserer Formel sin a — sin (tv — n) 

2. erd.* X -f- erd.* (180® -^a:) = 4r* entspricht unserer Formel .sin 

cos* a = 1. 

3. der sogenannte Satz des Ptolemaios; 



erd. a ■ erd. (c -4- 6) = erd. c • erd. (a -4- 6) -|- erd. b • erd. (c a). 

4. erd. Y = V*" ri- erd. (180® d)] , entspricht unserer Formel: 



sin 



X l/^ ® 

Y~ y 



5. Wenn a > 6 , wird ~j -r •< • 

’ erd. b b 

Einzelne andere Beispiele der Methoden zur Auflösung ebener Drei- 
ecke geben uns Tannery (1. c. p. 305) und v. Braunmttbl (1. c. p. 23 
und 27), und zwar immer nach der Syntaxis. 



Mit Hülfe von Menelaos’ Satz (^Sphärik HI, l) wird im Ptolemaios 
eine Reihe sphärisch -astronomischer Berechnungen erledigt. Darin finden 
wu' implicite. — denn es wird als trigonometrische Fimktion ausschliefslich 
die Sehne des doppelten Bogens (?) v?iö rr/v äiTtkijv) verwendet, und sin 90®, 
d. h. erd. 180® wird nicht als Einheit genommen, sondern gleich r oder 
g() Parte« gesetzt — folgende sphärisch -trigonometrische Formeln, die sich 
alle auf das bei A rechtwinklige Dreieck ABC beziehen*): 

(I) sin c = sin o sin C 

(II) tg c = sin 5 tg C 

(III) cos a = cos c cos b 

(IV ) tg 6 = tg a cos 0. 

Es fehlen die wahrscheinlich erst bei den Arabern entdeckten Grund- 
formeln: 

(V) cos C = cos c • sin £ 

(VI) cos rt = cot (7 • cot B. 

Auch in anderen Werken von Ptolemaios bekommen wir Aufschlü.sso 
über die griechischen Berechnungsmethoden. 

1) Vgl. Tannery, 1. c. p. 301 — 306; und v. Braunmühl, 1. c. p. 19 — 22. 

2) Vgl. wieder Tannery, 1. c. p. 301 — 305; und v. Braunmühl, 1. c. 
p. 24--25. 
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In einer sehr genauen Untersuchung hat Delamhre*) nachgewiesen, 
dafs dieselben sphärisch-astronomischen Probleme, die in der Syntaxis gelöst 
wurden, in einem nur in lateinischer Übersetzung überlieferten Werke mit 
dem Titel „PUmisphärium“ erledigt sind. Die darin angewandten Methoden 
beruhen auf der nach Delamhre schon Hipparch genau bekannten stereo- 
graphischen Frojektioti.^ Leider sind wir genötigt, die Flanisphären aus 
unseren Untersuchungen auszuschliefsen. 

Auch Delamhre’) hat zuerst darauf aufmerksam gemacht, dals in 
Ptolemaios’ Schrift Tttpl «Jvolijftfiotros*) eine Methode ziu Verfertigung von 
Soimenuhren vorkommt, die einer trigonometrischen gleichkommt. 

Diese Methode besteht in der Orthogonalprojektion der Kugel auf drei 
zu einander senkrechte Ebenen, den Meridian, den Horizont und den Verti- 
kalkreis. V. Braunmühl’) hat sie als eine rein graphische Methode 
auifassen wollen. Wir geben gern zu, dafs dieselbe anfangs rein graphisch 
gewesen ist, müssen aber Zeuthen®) darin Recht geben,’ dals' sie sich in 
Ptolemaios’ Werk in eine trigonometrische entwickelt hat. Es werden 
nämlich die zu bestimmenden Gröfsen, sobald nur die Mittel zu ihrer Be- 
rechnung da sind, bereits als Seäofiiva (gegebene) bezeichnet, womit auf die 
Möglichkeit einer Berechnung mit Hülfe der Sehnentafel hingewiesen wird. 
Unten werden wir nach Zeuthen ein Beispiel von der Auflösung eines 
schiefwinkligen sphärischen Dreiecks angeben, das auf diese Weise erledigt ist. 

Vorerst müssen wir aber einige Bemerkungen einschalten: 

Wie Zeuthen meinen wir, dafs es unberechtigt ist, in Hipparchs 
Worten: „6ia xä>v y^ayfiäu“^ eine Anspielung auf eine rein graphische 
Methode erblicken zu wollen. Wenn aber Zeuthen in der Bestimmung 
des Tagebogens eines Fixsterns im Analemma (ed. Heiherg p. 18)*) 

1) Delamhre, 1. c. II, p. 433 — 457. 

2) Tannery, 1. c. p. 50 — 56, meint, dafs die Erfindung der stereographi- 
schen Projektion bis auf Äpollonios zurilckgeht, dafs aber die damit verbundene 
trigonometrische Methode dem Ptolemaios gehört. 

3) Delamhre, I. c. II, p. 458 — 503. 

4) Ediert von F. Commandinus (lateinisch) 1562. Die lateinische Über- 
setzung hat Heiberg mit einem griechischen Mailänder-Palimpsest verglichen, 
Zeitachr. f. Math. u. Physik 40, Supplement, p. 1 — 30. 

6) V. Braunmöhl, 1. c. p. 10 — 13. 

6) Zeuthen, Note sur la trigommitrie de Vantiquiti, Bibi. math. 1900, 
p. 20—27. 

7) Hipparchi Commentaria, ed. Manitius, p. 150, 4. 

8) Diese Bestimmung des Tagebogens (2 a) durch die Deklination (d) und 
die Polhöhe (qp) kommt der durch die Formel cos a =■ tg <p tg & gleich; vgl. 
Zeuthen, 1. c. p. 26. 
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genau die Methode, auf die Hipparch in seinem Äi>mmentar hinweist, zu finden 
glaubt, so schiefst er mit dieser Schlufsfolgerung doch über das Ziel hinaus. 

Was die verhSngnisvollen Worte: „öia xB>v yporggßv“ betrifft, so dürften 
sie eine noch allgemeinere Bedeutung haben, als sowohl v. Braunmühl 
als Zeuthen annimmt. Sie beziehen sich nämlich auf jede geometrische 
Methode oder ßarsleUiMig durch Figuren im Gegensatz zu anderen Methoden, 
wie z. B. instrumentalen oder rein rechnerischen. Als Beleg kann folgendes 
dienen: Während diese oder gleichbedeutende Worte in Ptolemaios’ Syntaxis 
(ed. Heiberg I, p. 31, 5 und 32, 1) und in Theons Kommentar (Baseler- 
ausgabe p. 39,15 und 22) offenbar auf die geometrischen Hülfssätze zm' Be- 
rechnung der Sehnentafel gehen, so beziehen sie sich in Ptolemaios’ Ana- 
lemma (p. 15) auf die geometrische Orthogonalprojektion im Gegensatz zu 
einer rein instrumentalen Methode. 

In Ptolemaios’ Syntaxis II, cap. 9 (ed. Heiberg I, p. 142,6)') 
und Vlll, cap. 5 (ed. Halma H, p. 104, 19)*) und YIH, cap. 6 (ed. Halma 
n, p. 108, 6 und 110, 15) gehen aber dieselben Worte Sta t&v yQagfi&v 
oder yga/ifux&v deinem/ auf die atpaigiKai ielitig, d. h. auf die Anwendungen 
von Menelaos’ Satz zur Lösung sphärisch -astronomischer Probleme durch 
Figurenbetrachtung und Berechnung. Nun gehen aber die beiden ersteren aus 
der Syntaxis hier zitierten Stellen auf den Inhalt der Kapitel tü:' toü 

äia ytamv räv ^(pdlcov »vxXov xal toü iatjfugivov avvava<popäv‘^ und 
ovvavaxoXwv etc. . . . tdSv änXaväv“, d. h. eben auf die Kapitel, die den- 
selben Titel haben wie auch die zwei verlorenen Abhandlungen des Hip- 
parch, auf die er selbst und Pappos hinweisen.') 

An den betreffenden Stellen in der Syntaxis findet sich nun eben die 
Relation*) zwischen den Gröfeen a, <p und d, und sie wird direkt auf- 

1) Diese Stelle lautet: „'Ori äi rmp &va<pOQixäv xhv ngoxti- 

fitvov xg6jtov hl^iv ixxefhiiitvcüv eiXjptrtt zet Xoinä nävxa tütv elg zoüxo 

zt) tUyog ewxetv6vzcav, xal otrrt ypafigixäv dei^etov «pös ixaeza uiizäiv äegad- 
gc^a oixt xavovoyyaipias ztefiaefjg, ii aizäv zäv vzcozax9ziaoiitvii>v icp6äcav tpave- 
föv lazai.“ Die Worte, mit denen II, cap. 9 anfängt, beziehen sich auf n, cap. 7 — 8. 

2) Diese Stelle lautet; „Tovzav i’ovzag ^j;(>vr<av, oij giv [zmv &Xzj9iväv xal 
ng6s xb xtvxgov zob gXlov 9etogovgtviov avvavazoX&v ze xal avmuaovgaptjaicov 
xal evyxazadveetop xQ^rot abzo^ep deä goptap zäp ygaggäp &Ttb xys xaxä xbp 
äezegtagbp aizäp &tat<as ziglp Svpapzai XagßdreaO’ai , itä zb xal tu erjgtla tov 
Stä gtacop z&v ^ipdi&p, olg txaaxog xätp texXapüp ffv/igsaovgapH xs xal ovpapaxtXXfi 
xal avyxaxaivpti, iiixpve&ai ygagnixät dtu xäp vzcoxngtpap 9ttagruiazmp.“ 

3) Vgl. Pappos, p. 698 — 602 und Hipparch, p. 128, 6; 148, 20; 150, 14; 
184, 2. 

4) Diese Relation heilst in der Syntaxis II, cap. 3 und 7; 

sin qp sin (90“ S) sin (u : 90“) 

sin(90“->-qp) sin i sin 90“ ’ 
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gestellt durch Menelaos’ Satz, während die gleiche Relation sieh im ^nn- 
lemma nur implicite findet. 

Wir dürfen deswegen annebmen, dafs Hipparchs Worte Sia tüv ypn,u- 
fiöv den.selben Sinn haben wie in der Spntaxis. Somit bedeuten sie ganz 
einfach, dafs Hipparch in seiner Abhandlung jifjl evt'ai/arolüv durch Fi- 
guren auf der Oberfläche der Kugel (cripatptxal Ssl^eig') näher erörtert, was 
er im Kommentar lediglich an Beispielen ohne geometrische Nachweise 
zeigt. Eine indirekte Bestätigung dieser Annahme finden wir darin, dafs 
Menelaos’ Satz schon vor Menelaos bekannt war, und dafs alle die 
Probleme, für die in Hipparchs Kotnmentar die Beweise fehlen, in der 
That in den zwei erwähnten Kapiteln der Syntaxis (II, 7 und VIII, 5) mit 
Hülfe von Menelaos’ Satz und der Sehnontafel gelöst werden. 

Wir glauben somit, dafs Hipparch in seiner Abhandlung jMpl ryg 
iS)v iß' ^caöUov ccvtttpoQÜg ganz wie Ptolemaios in der Syntaris U, cap. 7 — 8 
sich ein Kavoviov xBn’ uvaqioQäv (d. h. eine Rektascensions- und Obliquas- 
censionstafel ) berechnet hat. Ferner hat er dann in seinem Werke zrepi 
Töv (JuvKvotolßv durch Anwendung von Menelaos’ Satz, d. h. äia itSi' 
y^aftfiäv und mit Hülfe der Sehnentafel und der Obliquascensionstafel die 
Beweise und die Berechnungen, deren Resultate er im Kommentar angieht, 
genau erörtert. Eine kurze Übersicht der von Hipparch in dieser Er- 
örterung benutzten aipaigiKcii ösl^cig giebt Ptolemaios dann in der Syn- 
taris VHI, cap. 5 im Anschlufs an seinen Fixsternkatalog. 

Damit wollen wir keineswegs behaupten, dafs die Analemmakonstruk- 
tionen neueren Datums sind als die eipaiQixal ätt^eig; nur stehen erstere 
nicht in direkter Verbindung mit der Erfindung der Trigonometrie, sondern 
bestanden vielleicht lange vorher als eine mehr primitive, rein graphische 
Methode. Später, da die Sehnentafeln vorhanden waren, führte man bei 
den Sonnenuhrkonstruktionen die durch die Tafeln bestimmbaren Gröfscn 
auf diese zurück, indem man sie als „gegebene“ bezeichnete. Dafür spricht 
sowohl die ganze Abfassung und Form des Analemmas als auch der Um- 
stand, dafs die agpat^ixal Set^eig im Gegensatz zu den Analemmakonstruk- 



d. h. sin (a -i- 90°) = tg qp ■ tg d (vgl. Note 8, vorhergehende Seite), wo a und i 
sich auf einen Punkt der Ekliptik beziehen. In der Syntaris VIII, cap. 5 wird 
genau dieselbe Relation gefunden, nur beziehen sich a und d diesmal auf einen 
Fiistcm, und die Relation dient dazu, „die Punkte des Äquators und der 
Ekliptik, die gleichzeitig mit den Fixsternen anf- und nntergehen, mit Hülfe der 
gleichzeitig kulminierenden Punkte zu finden", vgl. Syntaris, ed. Halma, II, 
p. 106, 14 — 18. Es ist aber dies eine Aufgabe, die Hipparch lösen niufste, um 
die Zahlenwerte in seinem Kommentar ausfindig zu machen, wenn er überhaupt 
trigonometrische und nicht rein instrumentale Methoden benutzte. 
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tionen direkt auf Berechnung abzielen und auch von Ptolemaios der Sehnen- 
tafel direkt heigefügt werden. 

Die Berechnungen, die Zeuthen im Analrmma gefunden und nach- 
gewiesen hat, kommen folgenden modernen Formeln gleich: 

A. für das rechtwinklige sphärische Dreieck den obigen aus der Syn- 
taxis herausgezogenen I, II und IV (vgl. oben Seite 13). 

B. für das schiefwinklige Dreieck den zwei Formeln; 

cos a = cos b cos c -|- sin 6 sin c cos Ä 

und 

. _ sin 6 sin Ä 

tg Zl = V . . . , — , , 

cos 0 Bin c — Bin 0 cos c cob A ’ 

die sich beide auf das Dreieck „Südpol — Nadir — Sonne (auf der südlichen 
Halbkugel über den Horizont gelegt)“ beziehen, d. h. auf ein Dreieck mit den 
Seiten 90* — d, 90® -|- h und 90® -C- ip, wo die den zwei erstgenannten 
Seiten gegenüber liegenden Winkel a und 180® ~ t berechnet werden 
(d = die Deklination der Sonne, h = die Sonnenhöhe, <p = die Polhöhe, 
<0 = das Azimuth der Sonne, t = der Stundenwinkel derselben). 

Bemerkenswert ist, dafs Ptolemaios in der Syntaxis VIII, cap. 5 (ed. 
Halma II, p. 104 — 5) mit Hülfe von Menelaos’ Satz und einer geschickten 
Anwendung der Deklinationstafel eine ganz ähnliche Auflösung eines schief- 
winkligen Dreiecks erreicht hat. Er findet nämlich hier die Deklination 
und Bektascension eines durch Breite und Länge gegebenen Sterns, d. h. er 
löst das Dreieck Stern — Weltpol — Pol der Ekliptik. Es mufs aber immer 
scharf betont werden, dafs bei diesen Auflösungen schiefwinkliger Dreiecke 
weder im Analemma noch in der Syntaxis von einer Kenntnis der betreffen- 
den allgemeinen Formeln die Rede sein kann. 



Die Berechnungen von ebenen Dreiecken, die wir in Ptolemaios’ 
Syntaxis finden, hat ims v. Braunmühl (1. c. p. 26 — 27) dargelegt. Wir 
gehen nicht näher auf diese ein, weil wir sie im folgenden nicht gebrauchen. 

Eine andere damit in Verbindung stehende Frage werden wir dagegen 
kurz erörtern, und zwar die, ob die Griechen, wie Tannery*) vermutet 
jemals die Sinusfunktion statt der doppelten Sehne eingeführt haben. 

Wenn wir Tannerys Hypothese nicht beistimmen können, so geschieht 
es nicht etwa, weil wir keine Spuren von einer Sinusfunktion, weder bei 
Ptolemaios noch bei Menelaos, gefimden haben, sondern vielmehr weil 
wir keinen Grund sehen, diese Hypothese aufzustellen; denn: 

1) Tannery, l’aslr. anc. p. 63 — 67. 

2 
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1. solange die Cosinus- und Tangensfunktionen doch nicht eingeführt 
waren, ist der Vorteil des Sinusses statt der Sehne praktisch sehr gering; 

2. finden wir die Annahme, dafs die Sehnentafeln die Sinustafeln 
hätten verdrängen sollen, in jeder Beziehung sehr unwahrscheinlich, um so 
mehr, weil wir (vgl. unten Seite 47 — 49) ; 

3. guten Grund haben anzunehmen, dals die Einführung der Sehne 
als trigonometrische Funktion in inniger Verbindung mit der Erfindung der 
Trigonometrie steht. 

Es scheint uns deswegen viel natürlicher, anzunehmen, dafs ein anderes 
Volk als die Griechen, und zwar ein Volk, das mehr Sinn für praktische 
Bechnung hatte als diese und durch keine Tradition gebunden war, diese 
Neuerung gemacht hat. Dies trifft nun gerade in Bezug auf die Inder zu. 
Deswegen können jedoch die, indischen Sinustafeln von griechischen Sebnen- 
tafeln ihren Ursprung haben, obwohl wir bezweifeln, dafs dies der Fall ist. 

Noch eines ist hier zu bemerken: Die Weise, auf welche Ptolemaios 
die Sehnentafeln zur Auflösung ebener Dreiecke verwendet, zeigt einerseits, 
wie leicht die Nachteile, die die Sehnentafeln den Sinustafeln gegenüber 
aufweisen, sich umgehen lassen und in der That umgangen worden sind, 
macht es aber andererseits fast undenkbar, dafs die Sinusfunktion dem 
Ptolemaios bekannt gewesen sei. 

Greifen wir aus den zahlreichen Beispielen die Auflösung von Dreieck 
BEB mit dem rechten Winkel B und i. JE=51®30' (Ptolemaios, Syn- 
taxis Xni, cap. 7, ed. Halma II, p. 419 — 420) heraus: L BEB mifst dann, 
sagt Ptolemaios, 103 von solchen Graden, von denen 360 Grad 2 Rechte 
betragen (zoiowatv oi4ov at Svo r|), folglich, ftlhrt Ptolemaios 

fort, ist das Verhältnis der Katheten 94 : 75 von solchen Teilen, deren 120 
auf die H 3 fpotenuse gehen, d. h. Ptolemaios erreicht, wenn er inuner die 
Winkel und gleichzeitig auch die Hypotenuse doppelt rechnet, die Sehnen- 
tafel ganz wie eine Sinustafel verwenden zu können; denn in der Sehnen- 
tafel entsprechen 103® und 77® bezw. 94 P«''*ai y 5 P»rtei_ 

Ursprünglich ist Ptolemaios zu diesem Verfahren gekommen durch 
Umschreibung des Dreiecks mit einem Kreis, in welchem die Hypotenuse dann 
Durchmesser wird. Das zeigt uns nämlich die erste Auflösung ebener Drei- 
ecke in der Syntaxis (II, cap. 6, ed. Heiberg, I, p. 99 — 100); v. Braun- 
mühls Darstellung (I, p. 26) ist somit ganz zutreffend. Später aber wird 
in der Syniaxis die Umschreibung nicht mehr erwähnt; alle Gröfsen werden 
gleich verdoppelt, das Nachschlagen in der Sehnentafel direkt erledigt, ja 
sogar ganze Becbnungen mit den doppelten Werten durchgeführt. Die 
Griechen, denen dieses Verfahren nun einmal geläufig war, fanden keinen 
Grund, Neuerungen einzuführen; die Inder dagegen, die an die Tradition nicht 
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gebunden waren, und denen diese Methode schwerfällig erscheinen mufste, 
hatten guten Grund, die scheinbar lediglich formelle Verbesserung au machen. 
Dafs diese Verbesserung in ihren Konsequenaen sich als eine sehr wichtige 
erwies, indem sie die Einführung der Cosinus- und der Tangensfunktion mit 
sich führte, hätte man ja im voraus nicht wissen können. 

b. Der Inhalt von Henelaos’ drittem BnoL 

in, 1. (sog. Menelaos' Satz): 

Es liegen von diesem Satze mehrere Versionen vor, die, obwohl der 
Grundgedanke der Beweisführung immer derselbe bleibt, doch sehr ver- 
schieden sind. Sie teilen sich in zwei Hauptgruppen, nämlich: 

1. Die Redaktion in der Maurolycusausgabe (Quelle unbekannt), 
die arabische Rezension von Abu-Nasr-Mansur (Cod. Leid. 930), Ptole- 
maios’ Syntaxis I, cap. 13 (ed. Heiberg I, p. 74 ff., ed. Halma I, p. 54 ff.) 
und Theons Kommentar zu Ptolemaios (Baselerausgabe p. 66 ff.). Zwar 
weichen diese Redaktionen in Umfang und Text von einander ab; die Haupt- 
figur (wie deren Buchstaben) ist aber genau dieselbe. 

2. Die Redaktion in Gerhards Übersetzung und in der Halley- 
ausgabe (d. h. in Jacob ben Machirs hebräischer Übersetzung). 
Die Hauptfigur hat hier ganz andere Buchstaben als in den Redaktionen der 
ersten Gruppe. 

Ich ziehe unbedingt die Redaktion im Cod. Leid. 930 (Abu-Nasr- 
Mansur) vor, die ich aus folgenden Gründen für die ursprüngliche Redak- 
tion des Menelaos betrachte: 

1. In dieser Redaktion kommt ein SpezialfaU vor, den ich weder im 
Ptolemaios noch im Theon finde, der aber in den Gerhardschen und Jacob 
ben Machirschen Übersetzungen wieder vorkommt, obwohl mit anderen 
Figurenbuchstaben und einem ziemlich abweichenden Text. 

2. Die Figurenbuchstaben fangen in dieser Redaktion nach griechischer 
Gewohnheit mit A, B, F u. s. w. an und stimmen mit denen im Ptolemaios 
überein. 

3. Die Beweisführung im Ptolemaios kann als eine verkürzte Wieder- 
gabe dieser Redaktion aufgefaCst werden, was dagegen nicht für die Redak- 
tion in der Maurolycusausgabe oder für die der zweiten Gruppe zutrifft. 

4. Wenn wir die Überlieferung von Nasr-Mansur als echt annehmen, 
so können wir gewisse Erweiterungen des Satzes im Theon dem Mene- 
laos zuschreiben, während umgekehrt Nasr-Mansurs Redaktion sich nicht 
als eine Kompilation ans Theon erklären läfst, weil der oben erwähnte 
Spezialfall, der den Menelaosredaktionen eigen ist, im Theon fehlt. 

o» 
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Nach Abn-Nasr-Mansur ist die Beweisführung diese’): 

Menelaos HI, 1 (Figur l): 

Ztcisclieii zwei größten Kreisbogen ADB und AEC sciineide» sich zwei 
andere DZC und BZE in Z. Alle vier Bogen sind Heiner als ein Halb- 
kreis. Zu beweisen ist 

sin CE sin CZ sin DB 

sin EA sin ZD sin BÄ 

Beweis: Sei II das Kugelzentrum. Man ziehe die Halbmesser HZ, HB, 
HE und die Gerade AD. — AD und BH, die in derselben Ebene liegen, 

sind entweder parallel oder 
nicht. 

Wenn sie nicht parallel 
sind, so schneiden sie sich 
entweder in der Richtung D 
oder in der Richtung A. 

I. AD und BH schnei- 
den sielt in der Bichtung D, 
und zwar in T. 

Man ziehe die Geraden 
AKC und DLC. Nun 
liegen die Punkte K, L und 
T auf einer Geraden, näm- 
lich der Schnittlinie der Ebenen, die durch den Bogen EZB und das Drei- 
eck ACD bestimmt sind. 

Zwischen den zwei Geraden AC und AT schneiden sich also zwei 
andere CD und TK in L. Folglich wird [Menelaos' Satz in der Ebene] 

CK_CL DT 
KA~ LD' TA ' 




aber: 



CK 

KÄ 

CL 

LD 



sin CE 
sin EÄ 

sin CZ 



sin ZD 



(Ptol. Sgnt. ed. Heiberg I, p. 70), 



1) Mitteilung von R. Besthorn. 

2) In dem ursprünglichen Menelaostext stand sicher wie in Gerhards 



,v, . erd. 2 CK erd. 2 CK erd. 2 DJS 

Übersetzung: 



Wie die Araber und Halley 



werden wir die „corda dnpli arcus“ mit „sin“ ersetzen. Es kommt nämlich auf 
dasselbe heraus, da Menelaos fast immer mit Verhältnissen operiert. Wenn im 
folgenden in der Wiedergabe von Menelaos’ 3. Buch die Sinusfunktion benutzt 
ist, mufs der'Leser eich also immer erinnern, dafs Menelaos sicher wie Ptole- 
maios 7 } inb rijv äinlfjv gesagt hat. 
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TA ^ sTn Ki Heiberg I, p. 72), 

also: 

sin CE ain CZ ain liB , 

ain EA ain ZTl> sin BA 

Diesen Beweis finden wir in Ptolemaios Syntaxis^) wieder; da stehen 
auch die nötigen Hülfssätze aus der Geometrie der Ebene. Diese Hülfssätze sind 
B 




im Menelaos als bekannt vorausgesetzt. Sie standen also in einem anderen 
Werk von Menelaos selbst oder von einem seiner Vorgänger. 

n. (Figur 2.) AI) und BK schneiden sich in der Bichtung A, und 
zwar in T. 

Wir verlängern die Bogen BDA und BZE bis zum Schnitt auf dem 
Durchmesser BH in K. 

Dann wird (mit Anwendung des ersten Teils des Beweises auf die 
Figur BAKECZy. 

sin GZ ain CE ain AK 

ain ZD sin A’A ain KD ’ 

und durch Umtausch der Glieder: 

ain ain CZ sin KD 

ain EA ain ZD ain AK 

Nun ist sin KD = sin DB und sin KA = sin BA*), also wird: 

sin CE sin CZ sin I)B , 

sin EA ainZB sin BA 

Dieser Teil des Beweises fehlt sowohl im Ptolemaios als bei Gerhard. 

1) SynUixis I, cap. 13, cd. Heiberg I, p. 74 — 76. 

2) d. h. sin (tt — o) = sin a ; vgl. die Formel 1 Seite 13 und Ptolemaios, 
Syutaxis ed. Heiberg I, p. 36; vgl. Theons Kommentar, Baaelerausgabe p. 69 unten. 
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m. (Figur 3.) Wenn ADJf=BK, so verlängert man die Bogen 
BDA und BZE bis zum Schnitt auf Bll in T, zieht die Geraden AC 
und HE, die sich in L, DC und ZH, die sich in K schneiden. Der 
Schnitt der Ebenen BLT und ABC wird dann AD; also haben wir 

CL CKi) sin CE sin CZ 

LA~ KD “• sin EA ~ sinYD' 

weil aber sin Dil = sin 21.4“), so wird: 

sin CE sin CZ sin DB 

sin EA sin ZD sin BjI q- 6- 

Diesen Spezialfall, der in allen mir bekannten Menelaosredaktionen vor- 
kommt, treffen wir sonst nicht in der griechischen Litteratur. 




Figur 3. Figur 4. 



rv. (Figur 4.) In derselben Figur ADBZCE gilt auch die Pro- 
portion 

sin CA sin CD sin ZB 

sin ÄE sin DZ sin BE 

Wir verlängern die Bogen CA imd CD bis zum Schnitt in T; dann 
wird (wegen des eben Bewiesenen) 

sin TA sin TD sin ZB 

sin AE sin DZ sin BE' 

nun ist sin TA = sin CA und sin TD = sin CD*), also auch: 
ein CA sin CD sin ZB ^ 

s^AE ~ si^HlZ ■ sin BE 

Diesen Satz finden wir im Ptolemaios“) ohne Beweis referiert, im 
Theon®) mit einem von III, i^— ui unabhängigen Beweis. — 

1) Euklid, Elementa VI, 2. 

2) PtolemaioB, Syntaxis, ed. Heiberg I, p. 70. 

3) Vgl. Formel 1, Seite 18 oben. 

4) Vgl. Formel 1, Seite 13 oben. 

5) Ptolemaios, Syntaxis, ed. Ileiberg I, p. 76. 

6) Baselerausgabe, p. 67 — 68. In Täbit ibn Korrah, De fiyura sectoris 
spielt dieser Beweis von Thoon eine grofse Rolle. 
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Nach moderner Auffassung umfafst Mdnelaos’ Satz vier Fälle, indem 
die Figur auf vierfache Art als ein durch eine Transversale geschnittenes 
Dreieck betrachtet werden kann. 

Anscheinend hat Menelaos nur zwei Fälle behandelt, und zwar 1) den 
Fall des dm'ch EZB geschnittenen grofsen Dreiecks ABC, und 2) den des 
durch ADB geschnittenen kleinen ECZ; indem er aber sowohl den Fall, dafs 
die Gerade AI) den Durchmesser durch B einmal in der Richtung D, dann 
in der Richtung A schneidet, als auch den, dafs diese Geraden paiuRel sind, 
behandelt hat, so hat er den Satz so verallgemeinert, daCs er ohne weiteres 
das grofse Dreieck ABC mit dem anderen grofsen AEB und das kleine 
ECZ mit dem kleinen BBZ vertauschen kann. 

Es zeigt sich also, dafs im Menelaos der Satz ttllgenieitl bewiesen ist, 
und zwar in der knappsten Form, daß dann Ptolemaios aus diesem Be- 
weis das für seinen Zweck Kotwendw/e ausgewählt hat, während TheotC) 
(vgl. V. Braunmühl, Gesch. d. Trig. I, p. 16) den Betceis mü überflüssigen 
Fällen, die sich auf die schon bewiesenen zurückführen lassen, beschwert hat, 
ein Verfahren, das seinen Höhepimkt in den 18 modi bei Täbit ihn Kor- 
rah*) erreicht. 

Wie so oft, zeigt es sich auch hier, dafs die älteste Textform die 
exakteste ist. 

Ob der Satz des Menelaos dem Menelaos angehört, woUen wir 
später erörtern, doch bemerken wir gleich, dafs er nicht als Dreieckssatz 
formuliert ist, und dafs die allgemeine Formulierung nqozaciq) fehlt. Es 
könnte das ein Zeichen davon sein, dafs der Satz ursprünglich in einem 
astronomischen Werke bewiesen und in Menelaos’ Sphärik übergegangen ist. 

Menelaos III, 2 (Figur 5): 

Wenn in den sphärischen Dreiecken ABC, BEZ 

[LC^Z 

L A = B und I oder 

1/.C + Z==180“ 

gegeben ist, ist zu beweisen: 

sin AB sin DE 

sin BG sin EZ , ^ 

Beweis; Sei 'jAH=DZ und L AHT — EZB, so wird 
C^EZB^LTHA (I, U) di.\i.'->TA = BE,'^UT=EZ. 

1) Baselerausgabe, p. 68—70. 

2) Vgl. V. Braunmühl, Gesch. d. Trig. I, p. 46; v. Braunmühls Ver- 
mutung, dafs das „lemma in 18 modis“ von Täbits Schrift herstammt, wird 
durch eine Untersuchung von Täbits Werk im Cod. Arsenal. 1035 bestätigt. 
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Je nachdem L ART = C oder L ART C = 180“, wird ^ CK 
+ A'ir= 180“ oder CK = KR (I, 10), d. h. in beiden FäUen sin CK 
— sin KR, und da 

sin KC sin KR sin TA , ^ ^ 

«n"CB ~ sin RT ' sin AB 

so wird 

sin ^ A sin TA sin 

sin CB sin RT' ' sin EZ 

n. Umgekehrt, wenn L A = D und ^ , folgt, dafs 

° ’ Bin CB sm EZ ’ ® ’ 

LC= Z oder /. C + Z = 180“. ‘) 

Für i A = J) und L C = Z = 90“ [der Spezialfall, den Menelaos 

selbst meistens verwendet] hat man, wie v. Braunmühl gezeigt hat, den 

später unter dem Namen „liegula quattuor 

quantitatum“' bekannten Satz, worüber siehe 

V. Braunmühl, Gesch. der Trig. I, p. 17, 

47, 58-60, 81, 127-129 u. s. w. 

Für Di;= 90“(= UZ) und /. C 

= Z = 90“ geht (l) in die Gnindformel 1 

für rechtwinklige Dreiecke über. 

Es ist für Ptolemaios’ Behandlung 

der sphärisch -trigonometrischen Probleme 

charakteristisch , dafs er mehrmals den 

Satz des Menelaos anwendet, auch da, 

wo Menelaos EU, 2 direkt anwendbar ist, so dafs er ganz eigentlich die 

regula quattuor quantitatum (III, 2) aufs Neue beweist, statt auf sie als 

schon bekannt hinzuweisen. Es ist dies um so auffallender, weil die Eech- 

nung durch Anwendung von UI, 2 mit viermaligem Nachschlagen in der 

Sehnentafel erledigt wird, während die Anwendung von Menelaos’ Satz 

immer sechsmaliges fordert. Als Beispiel dient folgendes: 

Zur Berechnung der Deklinationstafel würde Menelaos EU, 2 die Formel: 

sin 1 sin 90" 

sin 4 sin f 

(i die Länge, d die Deklination des Ekliptikpunktes und s die Neigung der 
Ekliptik) gegeben haben, die für die Berechnung leichter ist als 
sin 90 " sin 90 “ sin X 
sine sind sin 90"’ 

die war bei Ptolemaios (^Syntaxis I, cap. 14) finden. 

1) Das Corollar zn III, 2 in der Hallejavisgabe ist vom Herausgeber hinzu- 
gefügt. 
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Ähnliche Beispiele finden sich in der Syntaxis II, cap. 3 und cap. H. 
Es liegt nahe, anzunehmen, dafs Ptolemaios in diesen Fällen eine 
ältere Methode nachgeahmt hat, ohne auf die von Menelaos eingeführte 
Erleichterung Bücksicht zu nehmen. 



Menelaos III, 3 (Figur 6): 

Wenn in den sphärisedim Dreiecken ABC tind DEZ gegeben ist: 

l_ji = j)=90\ LC= z^m\ 

und H und T die Pole der Bogen AC und DZ sind, dann ist zu beweisen: 

sin AB sin ED sin BH 

sin AC sin DZ sin ET 



Wir legen nämlich die Dreiecke auf einander mit L. ^ auf L C, und der 
Satz ist eine direkte Folge von III, 1.') 

Indem sin BH = cos AB und sin ET — cos ED, sagt der Satz, 
modern umgeschrieben; 

tg AB sin CA 

tg ED sin CD ' 



Es ist dies die „Tangenten- oder Schattenregel" der Araber (vgl. v. Braun- 
mühl, Gesell, d. Trig. I, p. 17 — 18, 58, 67 — 69 u. s. w.). 

Für GA = BC = 90® geht (l) in die Grundformel II für recht- 
winklige Dreiecke über. 

Auch die Anwendung dieses Satzes vermeidet Ptolemaios und be- 



weist ihn jedesmal aufs Neue durch J 
in der Syntams I, cap. 16; II, cap. 3 
und Vrn, cap. 5. In der Berech- 
nung macht es jedoch, solange die 
Tangensfunktion nicht aufgestellt und 
eine Tangententafel nicht berechnet 
ist, keinen Unterschied, ob III, 1 oder 
in, 3 verwendet wird. 

Menelaos ni, 4 (Figur 7): 
Wenn in den sphärischen Drei- 
ecken ABC, DEZ, wo LA = D 
und L C — Z, die Höhen BU und 
Verhältnis der Basensegmente gleich, d. 

ein AH _ 
sin DT ~ 



enelaos’ Satz. Beispiele finden sich 




■•ET gezogen sind, so ist das Sinus- 
h. 

sin CH 
sin ZT' 



1) Das Corollar zu 111,3 in der Hallejauegabe rührt von Halley selbst he*. 
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Es ist dies eine direkte Folge von III, 3, da beide Verhältnisse gleich 



tgBH 
tg ET 



sind. 



Meiielaos III, 5 (Figur 8): 



Obwohl der Text dieses Satzes sowohl in der Rezension des Nasr- 
Mansur als in der Gerhardschen Übersetzung stellenweise verdorben ist, 
läfst sich der Beweis durch Vergleich dieser zwei Redaktionen mit Sicher- 
heit wiederherstellen, und zwar so: 

Wenn in de» sphärischen Dreiecken ABG und DEZ gegeben ist: 

^ = 90®, LG = Z, •-'AG < 90®, ^ DZ < 90®, 




dann ist zu beweisen: 

sm (RG ^ Bin (EZ + ZD) 

Bin \BG G A) Bin (J5Z ZD) 

Beweis: Sei nämlich 



^LG = GK=AG 



und analog 



^FZ=ZQ = DZ. 



Mit G und Z als Pole ziehen wir die gröfsten Kreise bezw. NSMH 
und BO CT. Denken wir uns die Bogen .46’ und AM verlängert bis zum 
Schnitt in .4', so wird •-> KG -f- Gf.4' = 180®, und da GM = 90®, so 




wird L KGM = L MGS 
(I, 26) und analog wird 
LQZC = L CZO, und 
weil LG=Z, so sind alle 
diese vier Winkel gleich. 
Analog erhält man: 
LLGN= NGS 
= FZR == RZO 
und somit durch Kon- 
gruenz 

^NS= BO, 
^SM=0C, 
w MH = CT, 
also auch 

-'NH^RT. 



Da nun die zwei Bogen BL und HN durch die vier Bogen AH, AM, 
AS und AN geschnitten werden, so gilt: 
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sin BL »m GK sin HN sin SM 

sin LG sin KB sin NS sin MH 



( 1 ) 



Da aber GK — LG, werden diese Verhältnisse 



sin BL sin {BG GA) 

sin KB sin (Bö -f- GA) 

Analog erhält man: 

sin EF sin ZQ sin TR sin OC 

sin FZ sin QE sin RO sin CT ^ ^ 

sin EF _ sin (EZ + AD) 

~ “ sm(EZ ~ ZD) ‘ 

Die zwei Reihen von Verhältnissen (1) und (2) sind aber gleich, weil 
^ HN = TR, 'J NS = RO u. s. w. (s. oben), d. h. 

sin (Bö + GA) sin {EZ + ZD) 
sin (B ö GA) ~~ sin (EZ -i- ZD) 



Wie V. Braunmühl*) schon bemerkt hat, liegt in diesem Satz die 
moderne Formel 



sin (g + h) 1 + cos C 

sin (a 6) 1 cos C’ 



da es ja schon bewiesen ist, dafs das Verhältnis 



sin (o + 6) 
sin (a -f- 6) 



in zwei Drei- 



ecken mit gleichem C gleich wird (die Voraussetzung l_ A = D = 90® 
wird in Menelaos’ Beweis scheinbar nicht gebraucht). 

Das interessiert uns aber nicht so sehr, wie die Voraussetzung, die in 
der Behauptung der Gleichheit der Verhältnisse (l) [oder (2)] liegt. 

Es ist nämlich dies nichts anderes als die ProjehtlvitM der Doj)- 
pelverhültnisse auf der Kugel, die hier ohne irgend einen Bewds 
als bekannt voratisgesetzt wird. Nicht nur ist es an sich interessant, zu er- 
fahren, dafs dieser Satz den Griechen bekannt war, sondern wir können für 
die Geschichte der Tiigonometrie aus der frühen Existenz dieses Jahrhunderte 
lang begrabenen Satzes wichtige Schlüsse ziehen. 

Die eigentümliche Überlieferungsgeschichte dieses Satzes zeigt uns, wie 
er nach und nach verschollen ist. 

Die Araber, die den Satz ohne Erklärung vorausgesetzt fanden, ver- 
zweifelten daran, ihn verstehen zu können. 

Abn-Nasr-Mansur sagt*): „7n Bezug auf diesen Beweis drückt sich 
Menelaos sehr unklar aus, entweder weil er ein Liebhaber von Schwierig- 
keiten war, um über sein Buch Dispute zu erregen, oder aber weil er im 
Besitz von dUem war, was er zum Beweise notwendig Itatte.“ Nach dieser 



1) v. Braunmühl, 1. c. p. 18. 

2) Mitteilung von B. Besthorn. 
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Bemerkung giebt Nasr-llansur dann einen anderen Beweis von eigener 
Erfindung. 

Al-Harawl^) giebt nur verstümmelte Andeutungen von Menelaos’ 
Beweis, fügt mittels des Sinussatzes einen anderen von sich selbst hinzu und 
sagt; „Es ist dies der Beweis, den ich zu diesem Satze konstruiert habe, und 
auf welchen Menelaos anspielt, indem er durch Postidate noch mehr be- 
weist.“ 

G6rhard von Croniona, dessen Übersetzung sonst von mathematischen 
Ungenauigkeiten ziemlich frei ist, bringt eben in diesem Beweise mehrere 
Proportionen, die falsch sind, indem er hier den Beweis offenbar ebenso- 
wenig verstanden hat wie der Rezensent der ihm vorliegenden arabischen 
Handschrift. 

Einem anonymen Kommentator der Gerhardschen Übersetzung (aus dem 
13. Jahrh., wahi-scheinlich CampailUS^)) ist es bei diesem Beweise zu 
heifs geworden, und von da an kommentiert er Menelaos’ Sphärik nicht 
weiter. 

In dem Exemplare der Gerhardübersetzung, das Georg T. Penrbach 
und Regiomontanus®) haben abschreiben lassen, werden die Fehler ein- 
fach abgeschrieben. 

Dafs Reglomontaims sich mit dem Verständnis des Satzes HI, 5 im 
Menel aos gequält, zeigt ein Brief, den er im Jahre 1464 (Venedig, Februar ?) 
dem italienischen Astronomen Bianchini schickte, und zwar als Antwort 
auf mehrere von demselben gestellten Fragen. Es kommt nämlich hier fol- 
gender Passus vor (vgl. Murr, Memorabilia bibliothecanm Norimbergensium 
I, p. 116—118): 

„Vestrum responsum erit, hanc positionem (von 2 auf bestimmte Weise 
gegebenen Sternörtern) me impossibilcm, et con/iteor me esc proposiio ita 
supposuisse, ut intelligerem, si apud vos esset Menelaus de sphcricis figuris, 

ln cuitis tertto llbro quinta jyrojtosttlo tarn diu me suejten- 
eum tenuit, quotquot reperlo exetnplaria omnia in hoc 
parte imminuta sunt; alii vocant Mileum, ne nomen vos aliud persva- 

1) Mitteilung von B. Besthorn. 

2) Im Cod. S. Marco Venetiarum XI, 90 (vgl. oben Seite 10) steht zuerst 
(fol. 1 — 35) Theodosios' Sphärik „cum commento Campani“, gleich danach 
Menelaos’ Sphärik (fol. 35 — 84) mit einem Kommentar, der spätestens um das 
Jahr 1300 verfafst worden sein kann. 

3) Dieses Exemplar liegt im Cod. S. Marco Venet. XI, 63 vor (vgl. oben 
Seite 10). Diese Handschrift enthält aufserdem „Epitome Almagesti“, vertäfst von 
Pcurbach und Regiomontanus. Es ist dies die älteste der mir bekannten 
Handschriften, wo die Gcrhardsche Übciaetzung : „Milei de sjwris“ mit der Sphärik 
des Menelaos identifiziert wird. 
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deat, atium esse librum quam vos putatis; sed lüenelaus v^e dicl- 

tur Aus diesen Worten schliefsen wir, dafs Regiomontanus 

schon während seines ersten Aufenthaltes in Rom (1461) sich mit Ger- 
hards Übersetzung von Menelaos’ Sphärik bekannt gemacht hat, und dafs 
er (oder vielleicht schon Georg v. Peurbach oder Georg v. Trapezunt) 
mit Hülfe von dem Bericht in Theons Kommentar (vgl. oben Seite 4) die 
Identität der Namen Menelaos und Mileus festgestellt hat; denn Georg 
V. Trapezunt hatte schon vor dem Tode Georgs v. Peurbach (1461) 
eine Bearbeitung von Theons Werk erledigt (vgl. Cantor II, p. 193 — 194 
und 234 — 237). Wir sind auch zu der Annahme berechtigt, dafs eben die 
Kenntnis der Sphärik des Menelaos den Regiomontanus zu seinem be- 
rühmten Werk: „De trianpulis omnimodis“ veranlafste; denn, wie aus dem 
obigen Passus hervorgeht, hatte er im Jahre 1464 schon lange die Sphärik 
des Menelaos studiert, kannte mehrere Handschriften derselben und hatte 
offenbar Menelaos’ Werk hei sich in Venedig im Jahre 1464. Aus 
anderen Quellen wissen wir, dafs er sein Werk de trianpulis in Rom 1461 
zu verfassen anfing und es in Venedig weiter bearbeitete; anfserdem hat 
V. Braunmühl nachgewiesen, dafs ganze Reihen von Sätzen aus Regio- 
montanus’ Werk mit denen im Menelaos zusammenfallen. — Die weitere 
Untersuchung des Briefes an Bianchini zeigt mir, dafs es Regiomon- 
tanus nicht gelang, den Beweis Menelaos III, 5 zu verstehen (vgl. MuitI, 
Tafel 3, Fig. XVHI). 

In den Druckausgaben von Maurolycus und Halley stehen ganz 
andere Beweise, nicht kugelgeometrisch, sondern durch Orthogonalprojektion 
geführt. Den Ursprung dieser Beweise habe ich nicht ermitteln können. 
Älter als c. 1266 (Nassir-eddin-Tnsi oder Jacob hen Machir) sind 
sie jedoch kaum. 

Damit war nun der Satz über die Erhaltung des Sinusdoppelverhältnisses 
bei Projektion (auf der Kugel) ganz verschollen, bis er im Anfang des 19. Jähr- 
hundeiis neu entdeckt wurde.') 

Unsere JVage ist jetzt: Wie bewiesen Menelaos’ Vorgänger diesen Satz? 
Dafs Menelaos den Satz selbst erfunden und diese Erfindung in seiner 
Sphärik nicht aufgenommen habe, können wir ja doch nicht annehmen. 

Es zeigt sich, dafs der Satz eine einfache Folge von Menelaos’ Satz ist.*) 

1) Vgl. Gudermann, Lehrbuch der niederen Sphärik, Münster 1835, § 184 
— 186. — Vielleicht stand der DoppelTcrhältnisaatz (auf der Kugel) schon bei 
F. Schulz, Die Sphärik oder die Geometrie der Kugelfläche, Leipzig 1828 (Mit- 
teilung von v. Braunmühl). 

2) Bei Gudermann wird der Doppelverhältnissatz sowie der Satz des 
Menelaos auf der Kugel durch den Sinussatz bewiesen. 
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Verlängern wir nämlich (Figur 9) die Bogen LB und NH bis zuin 
Schnitt in X, so giebt Menelaos’ Satz: 

sin MX sin MH sin AB 

sin XK sin HA sin BK 

(A XBH durch AKM geschnitten. Menel. UI, 1*^) 

sin MS sin AO 

sin SA sin OK 

(A XGS durch AKM geschnitten. Menel. UI, Gleichfalls 

sin NX sin NH sin AB 

sin XL sin HA sin BL 

(A XBH durch ALN geschnitten. Menel. UI, 

sin NS sin X Cr 

sin SÄ sin G L 

(A XGS durch ALN geschnitten. Menel. UI, 1^^'). 

Durch Elimination erhält man dann sofort das gewünschte Doppelver- 
hältnis 

sin BL sin OK sin HN sin SM 

sin LG sin KB sin NS sia M H 

Wir erhalten also den Satz durch viermalige Anwendung von UI, 1. 
Durch UI, 2 dagegen läfst der Satz sich nur auf einem grofsen Umweg 
beweisen. 

Ich schliefse also, dafs sowohl Menelaos’ Satz, als der Satz über die 
Projektivität der Doppelverhältnisse (Sinusverhältnisse) auf der Kugel zu 

Menelaos’ Zeit allgemein bekannt war, 
d. h. dafs sie dem Hipparch aller Wahr- 
scheinlichkeit mch bekannt waren, d. h. 
ferner: Die Vermutung, dafs Hipparch 
über sphärisch -trigonometrische Mittel ver- 
fügte, scheint sich also zu bestätigen, und 
es ergiebt sich, dafs sein Hauptsatz wahr- 
scheinlich eben der sogenannte Satz des 
Menelaos war. Es würde ja dies auch 
mit der ungewöhnlichen Formulierung 
eben dieses Satzes in Menelaos’ Sphärik 
übereinstimmen. Wie so oft, geht es auch hier so, dafs das, was den 
Namen eines Mannes bekannt gemacht hat, seinen Vorgängern gehört. 

Es erhebt sich nun die Frage, inwiefern die Analogen dieser zwei 
Sätze in der Ebene auch vor Menelaos bekannt waren. Es ist schon lange 
bekannt, dafs sie in Pappos’ avvaytoyi^ (ca. 200 Jahre nach Menelaos) 
stehen und zwar als Lemmata zu Euklids Porismen. Tn den Restitutions- 
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versuchen dieses leider verlorenen Werkes haben eben diese zwei Sätze 
eine Hauptrolle gespielt, indem man geneigt war, sie dem Euklid zuzu- 
schreiben.*) 

Der Doppelverhältnissatz tritt bei Pappos nicht in der allgemeinen 
Form auf, in welcher er von Menelaos angewandt wird. Da heilst es 
nämlich*): 

Wenn drei Geraden durch o (Figur 10) durch zwei andere geschnitten 
werden, so wird: 

ab cd ab' e' d' 

ad eb ad' c'b' 

und dieser Spezialsatz kann ganz wie der allgemeine durch Menelaos’ 
Satz bewiesen werden, was doch im Pappos nicht 
geschehen ist. 

Bemerkenswert ist es aber, dals dieser Spezial- 
faU auf die Kugel auf ganz ähnliche Weise wie Mene- 
laos’ Satz übertragbar ist, und zwar so: 

Wir wählen (Figur 11) den Durchschnittspunkt (0) 
der zwei Bogen CC und DD' auTserhalb der Bogen ngur lo. 

ACD und AC' D' und führen ferner die Figur aus, ganz wie beim Be- 
weise von Menelaos’ 

Satz. Dazu fügen wir 
noch einen willkür- 
lichen Bogen BB'O 
durch 0; so wird die 
V erbindungsgerade b b' 
durch den Durch- 
schnittspunkt (P) der 
Geraden C C und B 0 
gehen, weil 6, b' und P 
sowohl in der Ebene des Bogens PJS'O, wie in der des Dreiecks ACC liegen. 
In der Ebene haben wir dann die gleichen Doppelverhältnisse: 

£6 • Cd _ Ab' ■ Cd' 

Ad - Cb ~ Ad' ■ C'b"’ 
wo 

Ab sin AB Cd sin CD 

Cb sin CB 'Ad sin AD 

1) Vgl. Chasles, Les trois livres des Porismes d'JSuclide, Paris 1800, p. 11 
und 76. — Eine treffliche Darstellung der Bedeutung der zwei hier erwähnten Sätze 
finden wir in Chasles, Aperi-u historique, Paris 1876, p. 26 — 27, 33 — 35, 291 — 2U6 
und 302—308. 

2) Vgl. Pappos, ed. Hultach, p. 870 ff. und 1038. 
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(Ptolemaios, Syntaxis, ed. Heiberg I, p. 70 und 73), und analog auf 
der rechten Seite, d. h. 

sin AB sin CD sin 4B' sin CD' 

sin CD sin ÄD sin C'B' sin ÄD' 



Dieser Spezialfall läfst sich dann sehr leicht mit Hülfe eines Hülfs- 
bogens {AD', siehe Figur 12) zu dem allgemeinen Satz, den Menelaos 
gebraucht, erweitern. 

Diese Möglichkeit einer direkten Übertragung des Doppelverhältnis- 
satzes beeinträchtigt nicht die Schlüsse, die wir oben gezogen haben. Denn 
Q auch dieses direkte Übertragen setzt die Kenntnis der 

/fVv Übertragung von Menelaos’ Satz voraus. 

Dr'f ~^^\ — Deswegen können wir die enge geschichtliche Ver- 
f Jf \ bindung zwischen Menelaos’ Satz und dem Doppel- 

Verhältnissatze sowohl in der Ebene wie auch auf der 
Figur lä Kugel, die Chasles schon befürwortet, als festgestellt 

zu betrachten wagen. Auch meinen wir, dafs Chasles’ 
Restitution von Euklids Porismen hier eine Bestätigung findet. Die beiden 
Sätze in der Ebene standen offenbar in Euklids Werk, das somit die Elemente 
zur Erfindung der sphärischen Trigonometrie lieferte}) 

In der That ist Menelaos’ Satz ein ausgezeichnetes Mittel zum Be- 
weise kugelgeometrischer Sätze. Eine Reihe von wichtigen Theoremen, die 
nach Chasles alle in Euklids Porismen standen, können sowohl in der 
Ebene wie auf der Kugel allein mit Hülfe von Menelaos’ Satz bewiesen 
werden, z. B. der Satz vom harmonischen Verhältnis und vom vollständigen 
Viereck (Pappos VII, 131 und Staudt, Geometrie der Lage Nr. 59). So- 
bald aufserdem der Doppel Verhältnissatz, der lediglich als eine Folgerung 
aus Menelaos’ Satz erscheint, bewiesen ist, so lassen sich noch andere 
wichtige Sätze beweisen, z. B. die Involution der Punkte, die durch den 
Schnitt eines vollständigen Vierecks durch eine beliebige Transversale ge- 



ll Auch in der Kegelschnittlehre im Altertum spielte der Doppelverhält- 
nissatz, wie es scheint, eine Rolle. Zeuthen vermutet nämlich (vgl. Keglesnits- 
Isercn i Oldtiden, p. 69 und 105 — 106), dafs Apollonios ihn zu den Tangenten- 
bestimmungen bei der Ellipse und der Hyperbel, sowie zur Bestimmung des 
Kegelschnitts als Ort zu vier Geraden benutzte. Wenn wir nun die Existenz dieses 
Satzes (und zwar in seiner allgemeinen Form) vor Menelaos nachweisen können, 
so dürfte in diesem Falle Zeuthens Hypothese eine Bestätigung finden, die viel- 
leicht diejenigen, die noch an der Richtigkeit der Zenthenschen Hypothesen in 
Bezug auf die Kenntnis der Griechen zur Projektivitätslehre zweifeln, überzeugen 
können. Menelaos' Sphärik leistet uns meiner Ansicht nach den Beweis dafür, 
dafs die auf Pappos’ Lemmata beruhende rückschliefsende Methode, die Chasles 
und Zeuthen benutzten, in der That zulässig ist. 
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bildet wird (Pappos VII, 130 und Desargues, ed. Pondra I, p. 119). 
Chasles’ Restitution der Porismen beruht nun eben darauf, dafs er die 
gegenseitige Abhängigkeit aller dieser Sätze, von denen die wichtigsten und 
elementarsten in Pappos’ Lemmata stehen, erkannt hat; mit Recht hat er 
dann den Schlafs gezogen, dafs alle die hier enröhnten Sätze in den Porismen 
standen und den Kern dieses Werkes bildeten. 

Der weitere Schlufs, den wir ziehen können, ist, dafs die Griechen 
wahrscheinlich erkannten, dafs alle die Sätze aus der Ebene, die in den 
Porismen nur den Satz des Menelaos und den Doppel verhältnissatz vor- 
aussetzen, auf die Kugel direkt übertragbar sind, wenn man nur imm er die 
Geraden mit den Sehnen des doppelten der B 

entsprechenden Bogen ersetzt. Es ist näm- 
lieh kaum denkbar, dafs die Griechen, die 
die zwei Hauptsätze der Porismen aus der 
Ebene auf die Kugel übertrugen, nicht auch 
die daraus folgenden Konsequenzen er- 
kannten. Es ist somit die Vermutung be- 
rechtigt, dafs schon vor Menelaos eine ziemlich entwickelte Kugelgeometrie 
existierte; es ist aber dies lediglich eine plausible Vermutung, zu deren 
Beweis uns die nötigen Belege fehlen. 

Mit m, 5 sind die sphärischen Haupttheoreme erledigt, und nun folgen 
mehrere wahrscheinlich aus der Ebene übertragene Sätze. 




Figur 13. 



Meilelaos III, 6 (Figur 13) sagt: 

Wenn der Winkel am Scheitel eines sphärischen Dreiecks halbiert icird, 
ist das Sinusverhiillnis der Basensegmente gleich dem der cinschliefsenden 
Bogen. 

Gegeben: LÄBD = LDBC. 

Zu beweisen: 

ain AB sin BC 

sin AD sin DC 

Durch Anwendung von III, 2 auf die Dreiecke ABD und CBD er- 
hält man sofort diese Proportion, indem die Winkel an B gleich sind, die 
an D Supplementwinkel. 

Der umgekehrte Satz und der analoge für Halbierung des Aufsen- 
winkels werden auch bewiesen. 

Den analogen Satz der Ebene (Euklid, Klem. VI, 3) bat Menelaos 
wahrscheinlicb schon im ersten Buche auf die Kugel zu übertragen ver- 
sucht. Erst hier ist es ihm gelungen, ein sphärisches Analogon, freilich in 
anderer Form, und zwar in der eines Sehnenverhältnisses statt eines Bogen- 
verhältnisses, zu gewinnen. 

3 
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Menelaos III, 7 (Figvir 14) sagt: 

Wenn wir vom Scheitel B eines sphärischen Dreiecks zteei Bogen ziehen 
{BD und BB), die mit den einschliefsenden Seiten (BA und BC) gleiche 
Winkel bilden, so wird bewiesen, dafs: 

sin EA ■ ein AD sin’ AB 

Bin DC ■ ein CE sin* BC ' 

und umgekehrt, dafs, wenn diese Proportion besteht, die Winkd ABD und 
EBC gleich werden. 

Bei der Erfindung dieses Satzes hat offenbar die Satzgruppe I, 26 — 35 
eine Rolle gespielt. 

Menelaos III, 8 (Figur 15) sagt: 

Wenn in dem an B rechtirinkligen sphärischen Dreieck ABC durch B 



B 





zwei griifstc Kreisbogen gezogen werden, die mit BA gleiche Winkel bilden, 
so besteht die Proportion: 

sin CE sin EA 

sin CD sin DA ’ 

denn die beiden Verhältnisse sind gleich (III , ü)- 

Umgekehrt, wenn 

sin CE sin EA 

sin CD sin DÄ 

und L EBA = ABD, wird bewiesen, dafs Z. ABC =90®, und wenn 
L ABC = 90®, dafs L EBA = ABD; in beiden Fällen folgt der Beweis 
durch III, 6. 

Die Sätze III, 7 — 8 sind offenbar wie III, 6 aus der Ebene über- 
tragen; welchen Werken der Geometrie der Ebene Menelaos sie entnommen 
hat, können wir jedoch nicht konstatieren. 

III, 8, der Satz von der harmonischen Teilung (BA und BC halbieren 
ja L EBD und dessen Supplementwinkel), war wenigstens zur Zeit des 
Apollonios bekannt. Diesen Satz sowie die harmonische Teilung über- 
haupt scheint nämlich Apollonios genau erörtert zu haben, und zwar in 
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seinen zonot Inimdoi}^ Die harmonische Teilung wurde auch in Apollo- 
nios’ Kegelschnittlehre benutzt, und die harmonische Teilung einer Kegel- 
schnittsehne durch Pol und Polar vielfach erörtert. *) Aber schon in 
Euklids Porismen wurde sicherlich die harmonische Proportion ausgiebig 
verwertet; denn von Pappos’ Lemmata bezieht sich eine ganze Reihe auf 
die harmonische Teilung.*) Menelaos’ Übertragung einer der allgemeinsten 
projektivischen Eigenschaften der harmonischen Proportion auf die Kugel 
suppliert somit die übrige Überlieferung und fügt ein bis jetzt fehlendes 
Glied hinzu; denn Menelaos’ Beweis ist offenbar direkt aus der Ebene 
übertragen. 

Den Beweis für III, 7 referierten wir nicht, weil derselbe kaum aus 
der Ebene übertragen ist; denn den analogen Satz der Ebene finden wir 
im Pappos^) als Lemma zu Theodosios’ Sphärik III,' 6, und zwar mit 
einem ganz anderen Beweis. Es ist von Simson*) angenommen worden, 
dafs dieser Satz in der verlorenen Schrift des Apollonios „von dem be- 
stimmten Schnitt' (jKpi SimQiafiivTjg stand. In der That finden sich 

ganz ähnliche Sätze unter Pappos’ Lemmata®) zu diesem Werk, und da der 
Satz (in der Ebene) doch jedenfalls älter als Menelaos ist, dürfte Simsons 
Schlufs richtig sein. Bemerkenswert ist, dafs dieser Satz gerade zum Beweis 
desjenigen Lemmas im Pappos verwendet wird, aus welchem Zeuthen’) 
folgert, wie Apollonios in der Schrift vom bestimmten Schnitt einen Doppel- 
punkt in einer durch zwei Punktepaare gegebenen Involution bestimmt hat. 
Es ist ganz deutlich, dafs die Vorgänger des Menelaos, die zuerst die 
zu trigonometrischen Berechnungen verwendbaren kugelgeometrischen Sätze 
erfunden haben, so wie Menelaos selbst einen ausgiebigen Gebrauch der 
meistens verlorenen Schriften, die Pappos unter dem Namen zoziog ava- 
Xvöptvog zusammenfalst, gemacht haben. Auf der anderen Seite aber dient 

1) Vgl. Eutokios’ Kommentar zu Apollonios , Apollonii Fergaei quae 
Graece exstant, ed. Heiberg II, p. 180 ff. — Vgl. auch Chasles, Les trois liires 
des Porismes, p. 269 ff.; und Heiberg, Litt. Stud. p. 70 — 71. 

2) Vgl. Apollonios, ed. Heiberg I, p. 102 und 386 — 412; vgl. auch 
Zeuthen, 1. c. p. 59 und 82 — 84. 

8) Vgl. Pappos, ed. Hultsch, p. 896 — 912 und 1266 — 1267; vgl. auch 
Chasles, Porismes, p. 79—81, 187—188, 210—211, 265—266, 261—262, 266—269, 
273 — 278 und 317 — 320, wo die harmonische Teilung in Chasles’ Restitution der 
Porismen vorkommt. 

4) Pappos, ed. Hultsch, p. 488 — 490. Dieses Lemma ist nicht ein Hiilfs- 
satz zum Beweise des Theodosios, sondern zu einem neuen Beweis von Pappos 
zu Satz III, 6 des Theodosios; vgl. Pappos, p. 504. 

5) Simson, l)e sectione determinata, opera quaedam reliqua p. 16. 

6) Pappos, ed. Hultsch, p. 708—714, 718 - 722, 726 und 730—734. 

7) Zeuthen, 1. c. i>. 132. 

3 * 
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Menelaos’ Sphärik dazu, uns zu bestätigen, dafs die Schlüsse, die nament- 
lich von Forschern wie Chasles und Zeuthen in Bezug auf die ver- 
lorenen Schriften gezogen worden sind, im grofsen und ganzen richtig, und die 
B gegen dieselben erhobenen Einwände und Zweifel 

unbefugt sind. 

Menclaos ITI, 9 (Figur 16) sagt: 

Die Halbierunffsbogen der WUikel ehies sphä- 
rischen Dreiecks gehen durch einen und denseiben 
Punkt. 

Gegeben: LBAD = DAC 




und 



L BCD = DCA. 



Wenn BDE gezogen wird, ist zu beweisen, dafs /. ABE — EBC. 
Beweis: 

sin J?C sin 15 Z) sin BX 

sin CE ~ sin DE ~ ainlLE 

also 

sin AE sin BX 

sin CE sin BC ’ 

d. h. L ABE = EBC (in, 6, zweiter Teil) q. e. d.^) 

Der entsprechende Satz in der Ebene war Euklid bekannt, wie 
die Konstruktion Eiern. IV, 4: „in ein gegebenes Dreieck einen Kreis einzu- 
beschreiben“ zeigt. 

Meiielaos III, 10 sagt: 

Die Höhenbogen eines sphärischen Dreiecks gehen durch einen und den- 
selben Punkt. 

Der lange, durch HI, 1, 6, 8 und 9 geführte Beweis bietet kein be- 
sonderes Interesse. 

Dafs der entsprechende Satz in der Ebene dem Archimedes bekannt 
war, zeigt uns sein „liber assumpiorutn" 5 — 6.*) 



Die folgenden Sätze der Sphärik, ni, 11 — 14 sind sehr eigentümlich 
und erinnern an Menelaos’ zweites Buch. Es kommen hier Theoreme vor, 
die als Droieckstheoreme formuliert sind, sich aber offenbar von astronomi- 
schen ableiten. Teilweise begegnen wir hier Sätzen, die wir von der altm 
Sphärik durch Euklids <paiv6/uva, Theodosios’ Sphärik bis zu Menelaos 
und Ptolemaios verfolgen können; solche Sätze sind die über die Un- 
gleichheit der den gleichen Ekliptikbogen entsprechenden Rektascensions-, 

1) Das Corollar zu III, 9 in der Halleyausgabe ist unecht. 

2) Archimedis opera, ed. Heiberg II, p. 43.5 11. 
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Obliquascensions- und Morgenweitendifferenzen, die hier merkwürdigerweise 
durch die vorhergehenden sphärisch - trigonometrischen Haupttheoreme be- 
wiesen werden, ohne dafs ein astronomischer Begriff eingeführt wird, und ohne 
dafs ein einziges Berechnungsbeispiel vorkommt. Wie oft hervorgehoben, 
verlieren solche Sätze jeden Wert, sobald die darin liegenden astronomischen 
Probleme einmal rechnerisch behandelt 
sind. Eine derartige Behandlungsweise 
schrieben wir oben dem Hipparch zu; 
deswegen interessieren ims diese Sätze 
an sich nunmehr herzlich wenig, um so 
mehr aber gewisse Schlüsse in Bezug auf 
die Trigonometrie der Ebene, die wir 
daraus ziehen können. 

III, 11 bezieht sich auf die Ver- 
gleichung von Ekliptikbogen mit den 
Horizontal bogen, in welchen dieselben 
aufgeben. Ist nämlich (Figur 17) JS.il 
die Ekliptik, BT der Äquator, so dafs 
AB AT (d. h. der Beweis ist nur für Orte aufserhalb der Polarzonen 
gültig), und sind die Winkel an T, C, M und II gleich und = 90® {AT, 
DG, KM und EH stellen also verschiedene Lagen des Horizontes dar), so 
ist zu beweisen: 

da AT^DG 

KE ^ KM -r 'EH ■ 

Der Beweis wird auf folgende Weise erledigt; Wenden wir IH, 2 auf 
die Dreiecke ABT, DBG, KBM und EBII an, die zwei gleiche Winkel 
haben, so erhalten wir: 

sin BA : sin BD : sin BK : sin BE = sin .4 T : sin DG : sin KM : sin EH, 

imd daraus, sagt Menelaos, folgt direkt, weil 90® > .1 > j 1 2', was be- 

wiesen werden soll, infolge des ersten Buches des .... (hier folgt ein im- 
sicherer Buchtitel). 

In Gerhards Übersetzung lautet diese Stelle so: ,Bi ergo fucril iUtid 
ita, tune iam accidtmt cx eo, quod diximus, omnia, quae nuper retulimus; et 
illud est, quia nos iam declaravimus istas res el omnes, quae sunt eis simi- 
les, in tractatu primo libri figurarum demonstrativarum.“ 

Nach Halleys Übersetzung*) aus dem Hebräischen ist der Titel: „in 
prima parte libri lemmatum cyclicorum seu potius propositionum". 



1) Menelai sphaerica, ed. Halley, p. 98, 100 und 101. 
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eine tTbersetznng, die Steinschneider*) jedoch mit „Buch der bogen- 
artigen Figuren" ersetzen will. Diese Angaben sind sehr undeutlich und 
der ursprüngliche Titel ganz entstellt; Menelaos weist aber offenbar auf 
ein eigenes Werk von mehreren Büchern hin, dessen Inhalt sieh zunächst 
auf die Verhältnisse zwischen Kreissehnen und den ihnen entsprechenden 
Bogen bezieht. Wir werden uns deswegen kaum irren, wenn wir die zunächst- 
liegende Erklärung geben, nämlich dafs es sich hier um das von Thoon®) 
erwähnte Werk des Menelaos: „6 Bücher über die Ga'adcn im Kreis&‘ handelt. 

Nach Theons Bericht und dem Inhalt von Ptolemaios’ Sgntaxis I 
hat man geschlossen, dafs in diesem Werk eine Selmentafel enthalten war. 
Dieser Schlafs ist sicherlich auch ganz zutreffend. Die Tafel allein und 
die Elemente zu deren Berechnung haben doch kaum fi Bücher (bei Hip- 

parch sogar 12) ausgemacht; über einiges 
von dem, was sonst in dem Werke stand, 
glaube ich nun hier in Menelaos 111,11 und 
den folgenden Sätzen Aufschlufs zu finden. 

Ich werde unten, nachdem ich km~z 
die Sätze III, 12 — 14 referiert habe, alle 
die in 1 1 — 14 enthaltenen Voraussetzungen 
sammeln, die uns über die vorptolemaiischen 
plantrigonometrischen Werke Aufschlufs 
geben dürften. 

III, 12 bezieht sich auf die Ver- 
gleichung der Längen mit den entsprechen- 
den Rektascensionen. In Figvir 18 ist 1’ 
Pol des Bogens BA. BA ist somit als der Äquator, BC als die Ekliptik 
aufzufassen. In der Voraussetzung, dafs BC'^ 90®, ist zu beweisen: 

AE CD 
HK ^ ZT' 

1. Barcis: Durch Anwendung von III, 5 auf die Dreiecke ABC, 
EBD, HBZ und KBT erhält man: 

sin (BC -f BA) _ sin (B P -f B E) _ sin (BZ + BH) _ sin (B T -f BK) 
sin (BG BA) sin (BD -i~ BE) sin (BZ -r- BH) sin (BT BK) ’ 

und dann folgt der Beweis wegen des „in tructaiu primo libri figurarum 
demonstrafivarum“ Bewiesenen (vgl. oben). 

1) Steinschneider, Zeitschr. f. Math. u. Physik 10, p. 482. 

2) Theons Kommentar, ed. Halma, p. 110; vgl, oben Seite 4. 




Figur 18. 
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2. Beweis: III, 2 und 3 geben: 

sin vlB sin AC sin PD sin BC sin 

sin BE sin DE sin PC sin BD sin PC 

(lu. 3) (III, a) 



Da nun 


90® > PD > PC, 


so 


erhält 


man 




sin 


AB 


> 


sin 


BC 




sin 


BE 


sin 


BD 


und analog: 














sin 


BE 


> 


sin 


BD 




sin 


BK 


sin 


BT 


und: 














sin 


BK 


< 


sin 


BT 




sin 


BH 


sin 


BZ ■ 



Daraus folgt eine andere Reihe von Ungleichheiten, und zwar diese: 



sin 


AE 


> 


sin 


CD 


sin 


AH 


sin 


CZ 


sin 


AH 


> 


sin 


CZ 


sin 


AK 


sin 


CT 


sin 


AK 


> 


sin 


CT 


sin 


EK 


sin 


DT 


sin 


EK 


> 


sin 


DT 


sin 


HK 


sin 


Zf 



und daraus folgert Menelaos gleich*) die Ungleichheit 



AE CD 
HK ^ Z t 



q. e. d. 



III, 13 bezieht sich auf die Vergleichung von Obliquascensions- und 
RektascensionsdifFerenzen für Orte der Polarzonen und für alle Teile des Tier- 
kreises. Zum Beweis gehören nämlich 2 Figuren (19 und 20), in welchen 
B U als der Horizont, BA als der Äquator, BV als die Ekliptik (in Figur 19 
ist BV der Kvadrant Jungfrau-Krebs, in 20 Widder -Zwillinge^ VV als der 
Wendekreis, Pals der Nordpol aufzufassen ist, wälirend CÄ, DE, ZH und A'i 
verschiedene Lagen des Horizontes sind. In beiden Fällen ist zu beweisen: 

AE TJ 
EH^ JK' 



sin AC 



sin BC 



1) III, 2 giebt ja; -. , <1. h. Orundfonnel I (vgl. Seite 13) 

> ' ^ sm DE sin BD' ' ® ' 

für Dreieck ADE, vorausgesetzt, dafs BC = BA = 9f>°, die verwendbar ist zur Be- 
rechnung der Deklination eines Ekliptikpunkt« durch Länge und Neigung. 

2) Menelaos schliefst wahrscheinlich so: Multiplizieren wir die linken 

sowie die rechten Seiten der Ungleichheiten (1), so erhalten wir 

® ^ " am HK^ sin ZT 

und daraus, wegen der gegebenen Voraussetzung, • 
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III, 4 giebt; 



sin A T sin EJ sin HK 

sin B T sin BJ sin B/f 



Wenn nun TJ = JK, so wird EH; denn dann ist BT ~ BJ 




Anm. 



Da wegen 111,12 



TJ CH 
JK ^ HZ' 



so 



= BJ ; BK; daraus folgt 
aber, da AT~^ Bl' und EJ 
> BJ und nK~> BK, dafs 
AT-^EJ> EJ^HK, 
d. h. 

(Figur 19) 

AE^TJ> EH : JK, 



(Figur 20) 

AE + TJ > EH + JK, 



d. h. in beiden Figuren; AE 
> EH q. e. d. 

Analog erhalten wir, wenn 
AE = EH, dafs dann TJ 
<i JK, und in allen Fällen 



haben wir also: 
wird also auch 



AE TJ 
EH ^ JK' 
AE CH 
EH^ HZ' 




Figur 20. 

nomischen abgeleitet, da BA als der 



durch welche Ungleichheit die Obliquas- 
censionen imd die entsprechenden 
Längen verglichen werden. 

III, 14 bezieht sich auf Ver- 
gleichung von Obliquascensionen fUi' 
verschiedene Orte. Es werden näm- 
lich verglichen: 1) Die Obliquascen- 
sionen für zwei Orte der Polarzonen 
(Figur 21 links), 2) Die Obliquas- 
censionen für zwei Orte aufserhalb 
der Polarzonen (Figur 21 rechts). 
Der Satz ist wie gewöhnlich als 
Dreieckstheorem formuliert*) (dies- 
mal in Bezug auf das Dreieck ABC\ 
ist aber offenbar von einem astro- 
Aquator, BC als die Ekliptik auf- 



1) Es wird sogar speziell bewiesen, wie es sich verhält, wenn l_ B — 90°, 
ein Fall, der offenbar von der Astronomie nicht abgeleitet sein kann. 
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zufassen ist. CA, EU und ZT sind verschiedene Lagen des Horizontes für 
eine Polhöhe, CI), EK und ZL für eine andere. 



1. {Vigwc 21 links.) 

Gegeben ist: 

90'^>CÄ>CD>CB, LÄ = H=T und L D = K = L. 
Zu beweisen ist dann: 

AH DK 
~HT ^ KL ■ 



Beweis: 111,4 giebt, wenn CM , EN und ZS senkrecht auf BA stehen: 



und: 



sin ^4ilf sin HN sin TS 

sin BM sin SN sin BS 

sin DM sin KN sin LS 

sin BM sin BN sin BS ’ 



( 1 ) 

( 2 ) 



und daraus folgt, da 90^ ^ AM ^ DM ^ BM, dafs: 



B A ^ Bff BD^ BK 
BH-^ BT^ BK-^BL ’ 



d. h. 



AH DK 
HT^ KL 



q. e. d. 



2. (Figur 21 rechts.) 
Gegeben ist: 90®>CH>C7> 
> CA, 90® < L CAB = EHB 
= ZTB, 9(f<LCDB=^EKB 
= ZLB. 



Zu beweisen ist: 

Hl Ji-lj 



Beweis: III, 4 giebt wieder 
die obigen Gleichungen (1) und 
(2); da aber diesmal 90® > BM 
> BA > BD, so wird 



P 




BA -i- BH BD ^ BK AH DK 

BH-i- BT ^ BK BL’ HT KL “ 



Es ist deutlich, dafs alle die Beweise der Sätze HI, 11 — 14 auf Vor- 
aussetzungen aus der Trigonometrie der Ebene beruhen. Diese Voraussetzungen 
sind, insoweit ich sie nach den mir bis jetzt vorliegenden Menelaostexten 
feststellen kann, folgende: 

Wenn wir auf einem Kreise zwei Reihen von Bogengröfsen haben, wie 
90® > O] > Oj > Os > 

und 

90® > b, > b, > bj > b„ 
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und zwar so, dafs immer 

Wj &1 , «2 ^ ^8 j &s 1 ®4 ^4 1 

so lassen sich ans folgenden Sinusverhältnissen folgende Ungleichheiten von 
Bogengröfsen beweisen: 

1. Wenn 

sin Uj : sin : sin Oj : sin = sin ; sin : sin hj : sin b^, 

so wird 




(vgl. III, 11 und 13 ). 

Amn. Eigentlich schliefst Menelaos nicht direkt so, sondern auf 
folgende Weise: 

Wenn unter den gegebenen Voraussetzungen «j -f- Oj = «3 «4, so 

folgt fcj ^ 6j < &3 -h Ö4, wenn aber b^ ~ b^ = bg b^, so folgt Oj Oj 
> «3 flj, und dann allgemein („omnino“): 




auch in den übrigen Fällen ist die Schlufsreihe dieselbe. 

2. Wenn 

sin (g, + 6,) ^ sin (o, + b,) ^ sin («, + 6,) ^ «n (o, + 

sm (a, : 6,) sin (o, -1- 6,) sin (ft, 6 ,) sin (a, -ir 6,) ’ 

so wird 

n, : «t bg-ir h, 

(vgl. UI, 12 *). 

3 . Wenn 

sin (o, -i o,) sin (6, -i- 6,) 

sin (o, sin (6, ^ 6,) ’ 

so wird 

«1 “1 ^ b , H- ft , 

o, Ot 6, -r- 6, 

(vgl. III, 12 *). 

Haben wir ferner auf demselben Kreise drei Reihen von Bogengröfsen, wie : 

«1 > «2 > “3 » 

bj bg bg 

und * 

90® > Cj > Cj > Cs , 

und wenn: 

sin (uj H- cj : sin (oj H- Cj) : sin (03 -r- Cj) 

= sin (6j — Cj) : sin (bj Cj) : sin (b, 4 - Cj) = sin Cj : sin : sin Cj , 
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so wird, wenn: 

«1 > **i > ) 

^ 6g ^ 2 Cg 

und 

^ ^3 - Cg , 

auch 

«1 «j ^ *1 b, 

(j, : a, b, b, 

(vgl. m, 14‘). 

Wenn dagegen: 

bl <C Ul <C Cj , 

6g <[ Og Cg 

und 

^3 Cg , 

so wird 

«1 -^«1 ^b, : b, 

rt, «9 6* -T- 6j 

(vgl. III, 14»). 



Halley, der bei seiner Ausgabe diese Voraussetzungen offenbar genau 
geprüft hat, giebt als Lemmata, die zum Verständnis dieses Teils der Sphärik 
nützlich sind, folgende an: ' 

1. Wenn a > 6, so wird “ ^ ^ . 

’ 6 Bin 6 

Dieser Satz wird in Menelaos III, 15 (vgl. unten Seite 48 und 50) 
mehrmals vorausgesetzt; auch findet er sich in Ptolemaios’ Syntaxis I, cap. 10 
(ed. Halma I, p. 34 — 35; ed. Heiberg I, p. 43 — 44)'); der Satz wird 
hier zu der annähernden Berechnung von erd. 1® verwendet. Diese An- 
wendung bUdet den Abschlufs von Ptolemaios’ Einleitung zur Sehnen- 
tafel; in seinen gleich folgenden Worten: „ij fiev ovv n^ayfiaitla zäv iv 
vä xtixlra £Ü^£»ö5i' oCteoff «v olitai päora finde ich eine An- 

deutung davon, dal's dieser und ähnliche Sätze auch vor Ptolemaios zur 
Berechnung von Sehnentafeln gebraucht wurden, und dafs die älteren Me- 
thoden umständlicher als seine waren. 



2. Die einfache Erweiterung von 1, nämlich: wenn a>6>c-'-, 

so wird -A— > V > A , 

sm o am o sm c ’ 

die Halley auch anführt, finde ich nicht unter den Voraussetzungen im 
Menelaos. 



1) Der Satz wird schon von Aristarch von Samos (c. 270 v. Chr.) ver- 
wendet; vgl. jifpl fi£)'£#cäv xorl cc7toerr}ii<iT<av ijXiov xoi oelTjvijs, ed. Wallis, 1699. 
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3. Halley giebt ferner an: 

sin a sin c , . ^ ^ ^ j • j 

Wenn — r = - - - ■ -j und sm a > sin o > sin c > sm d, so wird 

im b am d ’ 

o -T- 6 « c sin a sin (o 6) 

c -i- d ^ b d ftin b ein (c -i- d) 

Auch diese Ungleichheiten finden wir nicht im Menelaos dli’ekt an- 
gewandt. 

Es ist möglich, dafs alle die von Menelaos aus der Trigonometrie der 
Ebene vorausgesetzten Sätze sich auf solche einzelnen zurückfuhren lassen. 
Ein Versuch, eine solche Zurückführung durchzuführen, hat aber zunächst 
geringeren Wert, und läfst sich erst zu Ende bringen, wenn die Menelaos- 
texte (der lateinische und die arabischen) miteinander verglichen sind, so 
dafs es möglichst sicher festgestellt ist, in welcher Form die Voraussetzungen 
im Menelaos gegeben sind. Bis dahin müssen wir uns mit den obigen 
Angaben begnügen. 



Eine Frage erhebt sich jedoch hier: Finden wir nicht in der Litteratur 
vor Menelaos ähnliche Sätze, wo Bogenlängen und Geraden mit einander 
verglichen werden? 

Aufser dem wichtigen Satz des Theodosios (III, 11), der, wie wir 
unten sehen werden, dem Apollonios heigelegt wird'), treffen wir von 
Sätzen dieser Art nur diejenigen, auf denen die Methoden von Aristarch 
und Archimedes*) beruhen. Es sind dies aber aufser dem auf der vor- 
hergebenden Seite referierten nur zwei sehr alte Sätze, die in der griechischen 
Geometrie eine überaus reiche Anwendung gefunden haben, und deren einer 
auch in Theodosios 111,11 gebraucht- wurde. 

Dieser Satz sagt: Wenn die zwei an B und .5, rechtwinkligen Dreiecke 
ABC und Aj B ^ Cj die Katheten A B und Aj B, gleich , die Katheten B C 
jBj C, dagegen ungleich haben, und zwar B^C^'^ B C, so wird 

-B,C. ^ LC 
BC LCi' 

Dieser Satz, der dem unsrigen 

gleicbkommt, wird von H ult sch als sehr alt betrachtet. Er hat ihn näm- 



1) Vgl. unten Seite 47 — 40. 

2) Archimedes, xvxlov iiirgrieis, cd. Heiberg, p. 268 — 270. 
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ich unter den ,JLemmata mr Sphärik“^) gefunden und setzt ihn deswegen 
vor Autolykos. Obwohl ich nicht mit Hultsch diese Lemmata als vor- 
euklidische betrachten kann, gebe ich doch zu, dafs der hier erwähnte Satz 
alt ist; denn er wird von Archimedes^) als bekannt vorausgesetzt, wie 
schon Hultsch bemerkt hat. Man hat aber, glaube ich, übersehen, dafs 
der Satz in Euklids bewiesen (nicht vorausgesetzt) wird. Der 

andere Satz ist der Seite 43 referierte: 

den wir schon bei Aristarch treffen, jedoch ohne Beweis. In der Syntaxis 
ßndet sich aber dieser Beweis (vgl. Seite 13 und 43). 

Die hier referierten Sätze, die in der ältesten Zeit die Trigonometrie 
ersetzten, lieferten vielleicht brauchbare Hülfsmittel bei den ersten Ver- 
suchen, sich eine trigonometrische Methode zu verschaffen, sind aber zu alt, 
dafs man zur Zeit ihrer Erfindung Werke wie das, welchem Menelaos 
die obigen Voraussetzungen entnommen hat, gehabt haben kann. Ich glaube 
deswegen, dafs icir in Menelaos’ Sphärik die frühesten Spuren eines plan- 
trigonometrischen Werkes treffen, und dafs dieses Werk, wie oben gesagt, 
das von Theon erwähnte ist. 

Menelaos III J 15, der letzte Satz in der Sphärik ist in vier Teile 
geteilt. In Nasr-Mansurs Eedaktion sind diese als IH, 22 — 25 numeriert. 
Wir folgen Gerhard, dessen Übersetzung mit der Halleyausgabe übercin- 
stimmt, und bezeichnen die Teile als III, 15*~'‘. 

III, 16^ sagt: Gegeben zwei gröfste Kreisquadranien BA und BC. 
Vom Pol P des Kreises BÄ sind zwei gröfste Kreisbogen gezogen, die von 

1) Neue Jahrbücher 1883, p. 415 — 420. Dafa dieses Werk mit demjenigen, 
welchem Mcnelaos seine plantrigonometrisehen Voraussetzungen entnommen hat, 
identisch ist, möchte ich bezweifeln. Die Fragmente aus den Xyiiyaza flg zü 
atpaioixä, die Hultsch gefunden hat, beziehen sich nämlich, wie Heiberg nach- 
gewiesen hat (vgl. Heiberg, JoAresheneftte, Philologus 48, p. 496 — 497), alle auf 
Theodosios’ Sphärik. Mit den „oipaipjxä“ meinen die griechischen Autoren 
auch die des Theodosios oder die alten voreuklidischen, kaum aber die des 
Mcnel aoB. Endlich, wenn diese lij/i/iaza, wie Hultsch vermutet, vor Autolykos 
existierten, ist es ausgeschlossen, dafs sie eine schon entwickelte Trigonometrie 
der Ebene enthielten; weim sie auf der anderen Seite neueren Datums sind, was 
ich wegen des hier erwähnten Lemmas zu Theodosios III, 11, welcher Satz kaum 
älter als Apollonios ist, vennnte (vgl. unten Seite 48), so mufs man sie zu- 
nächst als eine zur Zeit eines Pappos zu Schulzwecken verfafste Sammlung be- 
trachten; in keinem Falle haben diese Xpppaza dann irgend etwas mit den Voraus- 
setzungen des Menelaos zu thun. 

2) Archimedes, ed. Heiberg H, p. 260 (d. h. ‘^afifiiztjg I, 21). 

3) Euclidis opera, ed. Heiberg VH, p. 14 (d. h. Optik Satz 8). 
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BA und BC beew. in A^, und C,, geschnitten trerden. Den Kugel- 
durchmesser nennen wir 2r, die Durchmesser der mit BA parallelen Kreise 
durch C, Cj und Cj nennen wir bezw. 2p, 2r, und 2 I 3 . Dann ist zu be- 
weisen, dals (Figur 22 ) 

A = g . fl) 

sin C,C, r, r,' 

Beweis : 

Da i, PCB = PA^B = 90® und L CC^P = BCjA^, so wird, wenn 
in, 2 auf /\PüCg und angewandt wird; 

sin PC sin BA, 
sin PC, 



III, 1 



also auch 



sin BC, 

(AJSCi^j durch PC^Ag geschnitten) giebt aber: 

sin sin PA, sin BÄ, 

sin C, C, sin PC, sin B G, 

sin PA, sin PC r ■ q i) 

sin PC, sin PC, r, • r, ’ 



( 2 ) 



( 3 ) 



r 9 
r, • r. 



q. e. d. 



sin A,A, 
sin C, C, 

Bei diesem Beweise ist zuerst die Hauptgleichung (1) beachtenswert, 
weil sie für die Berechnung gewisser astronomischen Tafeln sehr geeignet ist. 



Fassen wir z. B. BC als die Ekliptik, BA als den Äquator auf, so 
wird man mit (l) die den Längen BCg, CgC, u. s. w. entsprechenden 
Rektascensionen BAg, AgA.^ u. s. w. leicht berechnen können. Die Hekt- 
ascensionstafel in Ptolemaios’ Si/nl-axis^), wo die jedem Ekliptikbogen 
von 10® zngeordnete Rektascension dui'ch Menelaos’ Satz auf ziemlich 
schwerfällige Weise berechnet wrd, läfst sich mit Hülfe von HI, 15' so 
herleiten: 

( 1 ) giebt: sin .4^ jlj = r ■ p • sin Cj C, . ^ • 

r • p • sin Cj (7j ist aber konstant, da C,Cg immer gleich 10 ® bleibt, 
Tj und Tg sind die Sinusse zu den Zenithdistanzen PC^ und PCg, d. h. die 



1) Wie ich immer Sinus statt Sehne des doppelten Bogens geschrieben 
habe, so werde ich auch Halbmesser statt Durchmesser schreiben, obwohl Mene- 
laos immer in diesen und den folgenden Beweisen Durchmesser sagt. Da er 
fast immer mit Verhältnissen operiert, so macht es in der That keinen Unter- 
schied, und ich ziehe der Übersichtlichkeit wegen die dem modernen Leser zu- 
nächstliegende Schreibweise vor. 

2) Die Rektascensionstafel steht in der Syntaxis ü, cap. 8, ed. Heiberg I, 
p. 134 — 135; ed. Halma I, p. 103. Die Berechnungsbeispicle zu derselben sind 
schon in I, cap. 16 (Halma I, cap. 13) erledigt, ed. Heiberg I, p. 82--85; ed. 
Halma I, p. 60 — 63, 
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Cosinusse zu den Deklinationen und ^ 3 Cj, die man in der Deklinations- 
tafel findet, und zwar braucht man für jede Rechnung nur einmal uachzuschlagen. 
Wir werden kaum zu viel wagen mit der Behauptung, dafs wb- in (l) eine 
wenigstens von Menelaos angewandte Berechnungsfonnel *) vor uns haben. 
Die Formel kann aber von einer 
nehmen müssen, dafs der im Be- 
weise angewandte Satz III, 2 von 
Menelaos erfunden ist; denn die 
Anwendung von III, 2 läfst sich 
durch zweimalige Anwendung von 
III, 1 ersetzen, und zwar indem 
(Figur 22) A ABC durch PCjA, 
und APAjCj durch PCA ge- 
schnitten werden, woraus die Re- 
lation (2) folgt. 

Eigentümlich ist es, dafs 
Menelaos in 111,15 die Parallel- 
kreisdurchmesser als trigonome- 
trische Punktion verwendet. Auch 
inTheodosios III, 11 — 12 werden 
die Durchmesser zur Vergleichung 
Bemerkenswert ist deshalb folgender Passus, den Menelaos*) gleich nach 
dem Beweis der Formel (l) folgen läfst. 

„Et iam dedaratur ex eo qmd diximus in fiffuris primis*) ex fipuris 
trackitus tertii libri Theodosii in speris per modum alium. Ipse enim de- 
claravit ibi, quod proportio arcns gli (bei uns A,Aj) ad arcum de (C,(7j) 
est minr.r proportione diamctri spcrc (2r) ad diamdrum drcuii (2 p), qui con- 

tinffit circulum bc super pmdum c“, d. h. ^ w'vf* < l~ • In Theodosios 

u C, Oj • 

III, 11 wird allerdings nui* der Spezialfall ^ bewiesen. Dieser 

vj C/ Og ^ Q 

Unterschied will jedoch wenig besagen, denn Menelaos weist jedenfalls 
auf Theodosios III, 11 hin. 

1) Vielleicht hiit Menelaos eine Formel wie diese (1) in seiner von Pappos 
erwähnten Abhandlung Ober die Auf- und Untergänge der Tierkreiszeichen benutzt; 
vgl. Seite 3. 

2) Ich gebe die Stelle nach Gerhards Übersetzung. Der Passus stand 
auch in der hebräischen Übersetzung des Jacob ben Machir; vgl. die Halley- 
ausgabe, p. 108 — 109. 

3) Die Worte „in fignris primis“ beruhen wahrscheinlich auf einem Mifs- 
verständnis von Gerhard. Bei Halley steht „Propositio prineipaU«“ , was offen- 
bar das Richtige ist. 



älteren Zeit herstammen, obwohl wir an- 
P 




von Bogenlängen und Geraden eingeführt. 
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Menelaos fährt fort: „H hec est res, qua tisus est ApoUonius in 
libro, qui dieitur Uber agffreffatll'Ue^), et nos ’mm usi sumus hoc hic, 
et indiguimus eo neeessUaie maiaris iuvnmenii; et nos ostendimus illtul in eo, 
quod erit post, cum demonstrationc communi“. 

Die Hinweisung auf Theodosios findet sich auch im Cod. Leid. 930 
(Nasr-Mansurs Kedaktion), die Anspielung auf Apollonios, der Theo- 
dosios in, 11 in einem ,Xiber aggregatimis“ (?) soll verirmdet haben (wozu?), 
dagegen nicht. Bis mehrere arabische Handschriften untersucht worden 
sind, müssen wir deswegen die Echtheit dieses Passus sowie die Erklärung 
des Buchtitels „tiber aggregutivus“ dahingestellt sein lassen.*) 

Es wird sich wohl zuletzt ergeben, dafs die ersten Elemente der Tri- 
gonometrie, wie Tannery*) vermutet, sich auf Apollonios als Erfinder 
zurückführen lassen. 

Was wir aber kaum bezweifeln können, ist, dafs der Schlufs von 
Menelaos’ Sphärik III, 15*~*, der in der That einen von den vorher- 
gehenden Sätzen deutlich abweichenden Charakter hat, eine Neubehandlung 
und Vervollkommnung von älteren primitiveren Methoden enthält. Ver- 
gleichen wir Theodosios 111,11 — 12 und Menelaos IH, lö*~*, so scheint 
aus dieser Vergleichung hervorzugehen, dafs der Kugel- und die Parallel- 
kreisdurchmesser die ältesten Mittel zum Vergleich von Bogenlängen mit Ge- 
raden lieferten, d. h. dafs sie geicissermafsen als die ältesten trigonometrischen 
Funktionen zu betrachten sind. 

Wenn das richtig ist, so entstattd die Trigonometrie aus den Betrach- 

1) Bei Halley, p. 108, heifst dieser Titel (aus dem Hebräischen) übersetzt: 
„Liber (forte) de prineipiis universalibus“. Steinschneider, Zeitschr. f. Math, 
u. Physik 10, p. 482, meint, dafs das betreffende hebräische Wort eine allgemeine 
Bedeutung hat, wie „umfassende“ oder dergleichen. 

2) Ich vermute, dafs die Stelle wirklich in Menelaos’ Sphärik stand. 
Wenn sie aber auch eine arabische Interpolation ist, so hat der betreffende Araber 
wohl authentische Berichte vor sich gehabt. — Der Titel „Uber aggregatirus“ 
liefsc sich wohl als eine Übersetzung von „ri xaOölor ngayitatsia“ erklären; vgl. 
Marinos’ Kommentar zu Euklids Data, ed. Menge, p. 234; und Apollonios, 
ed. Heiberg H, p. 133. — Wir erinnern auch an das von Eutokios dem 
Apollonios zugeschriebene Werk mit dem rätselhaften Titel „6nim6iuov“ , wo 
eine Berechnung von « erledigt werden soll; vgl. Archimedes, cd. Heiberg IH, 
p. 300; und Apollonios, ed. Heiberg II, p. 124 ff. Die Fragmente dieser 
Werke, die man (Tannery und Heiberg) im Pappos zu finden geglaubt hat, 
lassen sich jedoch kaum mit der Stelle im Menelaos in Übereinstimmung bringen. 
— Die Hinweisungen auf ein astronomisches Werk des Apollonios, vgl. Ptole- 
maios, Syntaxis ed. Halma H, p. 312 ff., dessen Titel nicht angeführt wird, ver- 
breiten auch über die Erklärung der Menelaosstelle kein Licht. 

3) Vgl. Tannery, Vastr. anc. p, 68. 
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hingen, icozu die sphärisch -astronomiscJien Figuren Anlafs gaben), und 
später, da man die Berechnung von den Durchmessern an einen Kreis in 
der Ebene ankniipfte, gingen die Durchmesser naturgemäfs in Kreissehnen über. 
Noch eins können wir in Bezug auf den Beweis HI, 15' bemerken: 

In der obigen Gleichung (2): = sin 1'®?^ implicite eine 

Dreiecksfonnel, die von den Arabern oft zu Berechnung verwendet wurde, 
nämlich für das Dreieck BA^C^ mit den Seiten 6,, Oj, c, die Formel: 

coa B ain c, 

coa 6, sin a. 

Nach V. Braunmühls') Angabe ist Ibn-Junos (f 1008) der erste, 
der diese Formel gebrauchte. 

Menelaos III, 15* (Figur 22): 

Ziehen wir den grOfsien Kreisbogen PC^A^, so daß 

sin* PC', = sin PA^ • sin PC (l) 



oder, ivas auf dasselbe herauskommt, daß 

r,* = r • e , 

so kann man beweisen, daß -r-PA, ein Maximum oder, wie Mene- 

laos sagt, daß diese Differenz eine gegebene Größe ist, und zwar größer 
als die Differenz irgend zweier anderen ähnlich liegenden Bogen, d. h. 

BC^ B A^~i> BC^-^ BA^ 

und 

PC, -f- P.A, > PCi -f- PA,. 

Beweis: 

sin PA, _ sin AA, . 
ain PC, ain CC, > 

ai^_^. 

Bin VC Bin BA^ ^ ' 

Wegen (l) werden (2) und (3) gleich, d. h. 

ain A A, ain P C, 

ain CC, ain BA,’’ 



1) Vgl. V. Braunmühl, Gesch. d. Trig. I, p. 62. 

2) Die Gleichung (2) kommt der Grundformel HI (vgl. Seite 13) gleich, 
und zwar für Dreieck BA^C,, und ist leichter zu benutzen als Menelaos’ Satz 
bei der Bestimmung des Horizontbogena (zwischen dem Äquator und dem Wende- 
kreis) durch die Neigung der Ekliptik und die Dauer dea längsten Tages (Syn- 
taxis II, cap. 2, ed. Heiberg I, p. 89 ff.). 

4 



( 2 ) 

( 3 ) 

(4) 
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folglich wird, da B A = BC = 90®, auch 

^CC, = if^s und AA^^BC^.') 

Ferner bekommen wir durch (l): 

r sin’ l’A, sin’ AA^ 

e sin’ jPC, sin’ CC, ’ 

d. h. , weil sin* CC, + sin' AA, == r*. *) 

Indem nun r und p „gegeben“ sind, ist auch sin* sin* C'Cj 

„gegeben“. Daraus schliefsen wir, dafs sin.4j4j und sinCt?,, ferner j4.<4j 
und CC, „gegeben“ sind; d. h. die Bogendififerenz AAf ~ CC^ = BC^ : BA^ 
ist eine durch r und q gegebene Gröfse q. e. d. 

Nun geben aber III, 15* und die gegebene Gleichung (l): 

sin Aj A, sin PA ■ sin l’C sin’ PC, sin PC, 

sin C, C, sin FC, • sin PC, sin PC, • sin PC, sin PC, ’ 

und da PC,'^PC^, so wird .4, .4, > <7, Cj ; analog wird bewiesen, dafs 
< CjCj, und es folgt also: 

BGj -i- BA, > BC^ BAi 

und 

BCj BA, > BC,-~ BAj , 

d. h. ^ BC, : BA^ ist ein Maximum, da PC, ^4, und PC^A^ ganz will- 
kürlich gezogen sind q. e. d. 

Auch dieses Theorem kann als ein astronomisches aufgefafst werden 
und giebt dann an, zu welcher Zeit die Differenz zwischen Sonnenlänge und 
Sonnenrektascension am gröfsten ist. Man fällt aber kaum auf diese Grenz- 
bestimmung, ohne zuvor die Rektascensionen berechnet zu haben. Hat man 
aber einmal eine Tafel wie die Rektascensionstafel in der Syntaxis berechnet, 
so liegt die Erfindung dieses Satzes ganz nahe. 

Bemerkenswert bei diesem Beweise ist ferner, dafs wir hier eine tri- 
gonometrische Bestimmung finden, deren Berechnung nicht durchgeführt wird, 
indem nur die Möglichkeit einer solchen angegeben wird durch die Be- 
merkung, dafs die betreffende Gröfse „gegeben“ ist. 

Es erinnert uns dies an die trigonometrische Bestimmungs weise in Ptole- 
maios’ Analemma.’) Da die Angaben hier im Menelaos deutlicher sind, 

1) Die Gleichung W nilmlich, wie leicht 

' ® crd.2y crd.(18u“-^‘2x) * ‘ 

geometrisch zu zeigen ist, nur die Möglichkeiten a: -= y oder x -= 90" -Hy zu; 

X — y (d. h. AA, = CC,) ist aber in diesem Falle unmöglich. Im Folgenden 

(vgl. Seite 53, Note 1) findet sieb als Voraussetzung aus der Trigonometrie der 

Ebene eine Verallgemeinerung dieses Satzes. 

2) Es ist dies die Grundformel 2 (siehe Seite 13): sin ’x sin ’(90"H- a:) = 1. 
.3) Vgl. oben Seite 14. 
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bestätigen sie indessen die Richtigkeit von Zeuthens Auffassung der Ana- 
leininakonstruktionen. 

Eine weitere Bestätigung davon, daCs das Wort äeäofiivov (datum), 
dessen Bedeutung ursprünglich zunächst ,J.o»struicrbar" war, später die Be- 
deutung „nuntcriticli berechenbar“, ja sogar wie hier „annäherungsweise be- 
rechenbar“ erhielt, finden wir in Marinos’ Kommentar zu Kuhtids Data 
(ed. Menge p. 234). Bei einer Erörterung der verschiedenen Bedeutungen 
des Wortes öiäojüvov sagt Marinos nämlich: ot de yvcoQtfiov, ä>g 

J todaiQOg' ovtoi yug xäg äxxtvag xal xieg ytovlag äeäoa&ui keyei xui 
Tiüv xb elg yv&alv xiva ih96v, x«i ei fit) pjjTÖe eirj. evioi di pijtov ocrö 
eivai caie<p7jvavxo, maxeeg doxei 6 nxoXegaiog, dedogeva ixeiva :xQoa- 
ayoQevav, we i 6 fiixQov iaxl yvwQi.gov xjxot xiQog äxgCßeictv 5) rö 
avveyyvg.^ 

Die Zeit des hier erwähnten Diodoros kennen wir nicht; wii‘ wissen 
nur, dafs er wie Ptolemaios ein Analetnma verfafste.*) Die Bedeutung 
des Wortes dedogivov, an die Marinos hier erinnert, scheint also dm-chaus 
mit den Analemmakonstruktionen in Verbindung zu stehen. 



•Meiu^laos III, 15®“"* bildet den SchluTs des dritten Buches. Es >vird 
hier das genauer erörtert, was Theodosios nur teilweise bewiesen hat, 

\j A A 

nämlich dafs das Verhältnis — >,' 7 ,- (Figur 22 — 23) zwischen zwei be- 

V o, t.- 



stimmten Grenzen liegt, indem 

1 ) für C.C’s, 

2 ) für Al A 3 < C, C 3 , 

31 fiir BC^ = 90®, d. h. C^ fällt in C, 1 

4) filr BC'i : 90“ = 90“ ; BÜ 3 , d. h. 

G in der Mitte von 6’j C 3 , I 

5) für B Gl 90“ ^90“ : BC 3 , d. h. G 
zwischen Cj und Gj, nur nicht in der 
Mitte , 

Von Interesse ist lediglich der Beweis, 

^ Al A3 Gl G3. 



A, A, j- 
^ AO,^r, 



0 ^ I 

C,C, 



£ ^ A,^, r 

»■s ^ e 



£ ^ A. A, 
r. G, C, 




dafs 



A, A, e 



(A) 



wenn 



Beweis: Man zieht (Figur 23) die gröfsten Kreisbogen PC^A^ und 
PG 5 A 5 , so dafs Gj zwischen Gj und Gj fällt, und so“), dafs 



1) Vgl. Pappos, ed. Hultsch 111, Praefatio, p. IX— XI. 

2) Mcnelaos drückt eich an dieser Stelle undeutlich aus, was dem Abu- 
Nasr-Mansur zu einer berechtigten Kritik Autal's giebt. 

4» 
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r . p = rj» = »-3 ■ ''s = »’i • . (1) 

d. h. sin PA ■ sin PC = sin* PCj = sin PC, ■ sin P65 = sin PCj • sin PC^ . 

Dann wird A■^A^ = Cj C4 und ^3^15 = C, Cj [^direkte Folge von 

(1) und III, 15‘, wonach 

si:^^, A^ _ r ■ g sin A,A^, ^ r ■ e n _ 

sin C, Ot r, ■ r, sin C, Cj r, • r J ‘ 

„Nun wird", sagt Menclaos'): „infolge des einschlägigen Beweises in 

geraden Linien" entweder ^CjC^ 
= oder '->C^C^ — A^A^-, da 

aber ^C3C4>^43^4, so mufs 
^0304 = ^4^5 sein, und daraus 
folgt, dafs 

-C,C3 = ^3^, 

-C3C4 = ^^4 

und 

Cj C3 = ^5^4 . 

Schlicfslich bekommen wir : 

^A, A, uCjC^ e 

[vgl. (A)i)J, d. h. 

Wie der in diesem Beweis angewandte plantrigonometrische Satz formu- 
liert war, ist nicht unmittelbar einleuchtend. Dafs jedoch die Schlufsreihe 
richtig ist, ergiebt sich aus folgender Betrachtung. Wir haben; 




_si n_C, C,_ _ r, ■ 
sin A,A, r e 

sin A,A^ r ■ e 



(TU, 15‘); 



da aber 



r e 



r e 



sin C, Cj r, ■ *-3 ' 

. , sin C, C, sin A, A, , 

ris^^4=^crc:> 



, , erd. 20, C. erd. 2 A, .4, / , . , . , „ 

laos sagt: = ^rdr^C^C.' '‘'^fserdem wissen mr, dafs 



1) Bei Gerhard lautet diese Stelle so: „Et propterea quoä hec forma est 
sicut ipsa est, declaratur in litieis rectis, quod arcus le ( 0 , 0 ,) est equalis iino 
duorum areuum gm, nh (A,A,, A,A,). Verttm ipse est maior arcti nh (AjAj), 
ergo argus el (C, C4) est equalis arcui gm (A, A,) . . . .“ 



Dkjiii/ .“d !;y CjOO^Ic 
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‘ 2 C^C^-\- 2 üyG^— 2^3>4, -|- 2y1j^ 5 (= fc®), und cs läfst sich nun gra- 
phisch') nachweisen, dafs entweder 



oder 



C'j C^ -^3 -^4 



'-'C3C4 ist aber gi'öfser als ^13^4; denn: 
sin ^ r ■ e 

sin Cj C^ r, ^ 



(in, 15'); 



hier ist aber c • p 



'■4 < »'s ■ '■4 (I)]> <!«'“ 'i < '31 ■■‘Is“ “ 



>^3>-l4*), womit die Schlufsreihe in Menelaos' Beweis bergestellt ist. 




1) Dafs der Beweis graphisch war, sagt Menelaos selbst (siehe die vorige 
Note; „inlineis rectis“). Ein solcher Beweis kann auf vielfache Art geführt werden. 
Es handelt sich ja darum, auf 
der Basis (MN) eines gegebenen 
Abschnittes (von k°) zwei in 
demselben eingeschriebene Drei- 
ecke zu zeichnen, so dafs deren 
Schenkel proportional sind (Fi- 
gur 24) im Verhältnisse g. Der 
Ort der Dreiecksscheitel wird zwei 
gleiche Kreise {PR und P' R') 

[vgl. Apollonios, ed. Heiberg 
n, p. 181 ff., und oben Seite 36 und 
Note 1 daselbst] ; die Scheitel 
müssen also in 0 oder 0' liegen, 
d. h. die Dreiecke werden kongruent 
q. e. d. Dieser Beweis gleicht 

dem unsrigen, nämlich dafs ^!° ^ 
sin y 

= für90->c>“, 

sm(c-.a;) >y 

nur von x y oder x y ^ c 

erfüllt wird. Für c = 180“ wurde der Satz schon oben vorausgesetzt; vgl. Seite 60 
Notel. — Dafs ähnlicheSätze wie der hier referierte in der vorptolemaiischen Trigono- 
metrie öfters Vorkommen, zeigt der Umstand, dafs in Menel. III, 7 der Satz: „Wenn 

erd. 2(fc : x) erd. 2(k~ y) . ^ • j . r. „ 1 

, -r — - = so wird X — V , ohne irgend eine Erörterung als 

erd. 2x erd. 2y ? , o o 

bekannt vorausgesetzt wird, 

2) Dafs Menelaos ohne irgend eine Erklärung voraussetzt, dafs w C,C^ 
A,A^, kommt wohl daher, dafs diese Thatsache aus den Bektascensions- 

tafeln allgemein bekannt war. In III, 15’ hat er ja schon den Punkt der 
Ekliptik (C, : Figur 22 — 23) bestimmt, von wo aus die liängenditfcrenzen gegen 
die Wenden hin anfangen kleiner als die zugeordneten Rektascensionsditferenzen 
zu werden. 
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I [Menel. III, 15*J, 



Wir habeo die Sätze III, 15*~* so genau erörtert, nicht nur, weil wir 
in deren Beweisen Voraussetzungen aus der Trigonometne der Ebene und, wenn 
wir uns nicht iiren, Überreste der ältesten sphärischen Trigonometrie ge- 
funden haben, sondern auch, weil Maurolycus die Beweise des Menelaos 
weiter entwickelt und zur Berechnung angewandt hat. 

Wie Menelaos setzt Maurolycus'): 
sin 90® • sin PC = sin*PCg = sin PC) • sin PC 5 [Menel. III, lö’“') , 
folgert daraus ^ BC^ -|- BA^ = 90® [Menel. III, lö®J, ferner dafs 'j BC^ 
: BAf ein Maximum ist [Menel. III, 15“J, endlich dafs 

Cj Cj = A^ 

^ CjCj = Aj^A^ 

^BCi = AA^ 

^ BAi = CC5 

lind nun giebt er mit Hülfe von Mcnelaos III, 2 Berechnungsbeispiele für 
alle Fälle des rechtwinkligen sphärischen Dreiecks, das je nach Bedarf mit 
einem der Dreiecke PMjCj, BA^C^ oder BA^C^ identifiziert wird.®) 

Ist z. B. PCj und PMj gegeben, so findet Maurolycus CjMj durch 

Anwendung von III, 2 auf die Drei- 
ecke 7' CCj undPMMj, was ergiebt: 

sin PC, sin C, C 

sin PA, sin A, A ’ 

, , cos C, A, cos BC. j 

^n 9Ö^ = 

formel III), wo BC^ und BA^ ge- 
geben sind. 

Ganz neu ist wahrscheinlich 
der Beweis des Maurolycus, dafs 




und 



sin BC^A^ = sin PCg , 
sin PCjAj = sin PC, 



sin PC 5 M 5 = sin PCj . 

Der Beweis kann durch Menelaos Dl, 2 geführt werden, denn ziehen 
wir (Figur 25) mit Cj als Pol den gröfsten Kreis BE, so bekommen wir: 



1) Vgl Bulletino Boneompagni 9 (1876), p. 71 ff. 

2) Vgl. V. Brannmnbl, Oesch. d. Trig. I, p. 152 — 158. Dafs v. Braun- 
mühl dem Maurolycus diese Konstruktion zuschreibt, kommt daher, dafs letz- 
terer die Sätze III, 15*— ■< aus seiner Menelaosausgabe ausgeschlossen hat, um sic 
in einer verbesserten Gestalt in seine eigene Sphärüc aufzunchmen. 
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«in sin BA^ sin PC ain PC,, 

ain 90^“ ain BC, ain PC, ain 90* * 

sin PCg, = sin DE = sin BC^A^ q. e. d. 



Durch diese Neuerung ist es Maurolycus gelungen, Berechnungen 
zu erledigen, zu welchen wir die zwei Gmndformeln V und VI (vgl. Seite 13) 
gebrauchen, die wir nicht einmal implicite in Menelaos’ und Ptolemaios’ 
Werken gefunden haben. 

Maurolycus’ Anwendung von Menelaos III, 2 und 15 zeigt uns 
durchaus, dafs diese Sätze auch von Menelaos zu Berechnungen verwendet 
werden konnten, statt allein zum Beweis von Ungleichheiten von Bogen- 
verhältnissen. Ob Menelaos sie thatsächlich ähnlich wie Maurolycus 
vervrandt hat, das mufs lediglich Vermutung bleiben, so lange die Belege 
fehlen. 
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Ich, Axel Anthon Björnbo, bin geboren zu Kopenhagen am 20. April 
1874 als Sohn des im Sommer 1876 durch ünglücksfall verstorbenen 
Dr. phil. Christian Axel Richard Christensen (Lehrer am Kopen- 
hagener Gymnasium „Borgerdydskolen“ und ?rivatdozent der dortigen Uni- 
versität) und der noch als Künstlerin thätigeu Anthonore Christensen 
geh. Tscherning. 5 Jahre alt bekam ich in der die längste Zeit meiner 
Schuljahre von Herrn Prof. J. L. Heiberg geleiteten „Borgerdydskole“ einen 
Freiplatz, hatte denselben 12 Jahre inne und ging, 17 Jahre alt, vom 
Gjrmnasinm ab mit Note 1. Nachdem ich die philosophische Prüfung der 
üniversittt mit „Auszeichnung“ bestanden hatte, wurde ich Lehrer an der 
genannten Schule, und zwar in der Mathematik und im Rechnen, und war 
daselbst mehrere Jahre thätig, indem ich doch daneben meine Universitäts- 
studien fortsetzte und den Vorlesungen der Herren Prof. H. G. Zeuthen, 
Jul. Petersen, N. T. Thiele, C. Christiansen, Jul. Thomson, S. M. Jör- 
gensen und K. Prytz beiwohnte. Nach erledigtem Militärdienst ging ich 
im Herbst 1899 nach München, um meine Studien fortzusetzen, hauptsäch- 
lich jedoch, um unter Herrn Prof. A. v. Braunmühl meine Kenntnisse in 
der Geschichte der Mathematik zu erweitern, zu welchem Spezialstudium 
ich schon zu meiner Gymnasialzeit durch Herrn Prof. J. L. Heiberg 
angeregt worden war. Übrigens hörte ich in München Vorlesungen bei den 
Herren Prof. Lindemann, Bauer, Seeliger, Pringsheim, Röntgen, 
Ebert, Krumbacher und Traube. 

Am 30. Juli 1900 heiratete ich Anina Elsine Henriette Schübeler 
aus Kopenhagen, und am 21. Mai 1901 nahm ich laut kgl. Genehmigung 
den Familiennamen Björnbo, statt Christensen, an. 




